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　　�% ����K，�& ����の直角三角形�
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 解説

���　�FRV[�� �VLQ [ D�から

　　　　　　�FRV[���� 
� �FRV [  D

　よって　　�� �FRV [��FRV[�� D
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���　FRV[ W �とおくと，���[���� �のとき�
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�W�� �であり，[�の値と�W�の値は���対���

　に対応する。

　このとき，方程式は　　�� �W ��W�� D

　よって，\ �� �W ��W�����
�

�
�W ��� ��……�①��のグラフと直線�\ D�が共有点をただ
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\　���つもつような�D�の範囲が求めるものである。
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�より，①�のグラフは

　右の図の実線部分である。
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 解説
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△$%&�の外接円の半径が�(� �であるから，△$%&�に
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 解説
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　ゆえに　　$ ���

　よって　　& ��������� 
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U　E�を求めた後で�$�を求めるのに正弦定理を用いる方法もある。
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　ここで，(� ���より�D�E�であるから，$�%�である。ゆえに，$�は鋭角であるから
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　以下同様。
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 解説

△$%&�の外接円の半径を�5�とすると，正弦定理から
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両辺に�� �5 �を掛けて　　 �D  �E � �F �EF　……�①

余弦定理から　　FRV% 
���F �D �E

�FD
，FRV$ 

���E �F �D
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これを�DFRV% EFRV$ �に代入して
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���F �D �E
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���E �F �D
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両辺に��F�を掛けて　　 �F � �D � �E  �E � �F � �D

よって　　 �D  �E

D!�，E!��であるから　　D E

D E �を�①�に代入して　　��� �E  �E � �F �EF

よって　　F�E 
�F  �　　　F!��であるから　　E F

したがって，D E F�であるから，△$%&�は正三角形である。
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 解説

���　D���D�D���であるから，三角形が存在するための条件は

　　　　　　　　　D���D!D��

　これを解いて　　D!�　……�①

���　鈍角三角形となるための条件は　　 �
� 
�D � ! �
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�D � � �D

　ゆえに　　 �D ��D��　　　　すなわち　　D�D 
�� ��

　よって　　��D��　……�②

　①，②�の共通範囲を求めて　　��D��　……�③

���　��つの内角が������である三角形は鈍角三角形であり，最大の長さ�D���の辺に対する

　角が鈍角である。
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���　直角三角形�$%&，$&'，$'%�において，

　三平方の定理により

　　　%& ( ��� ��  (��  �

　　　&' ( ��� ��  (��  �(�

　　　'% ( ��� ��  (��

　よって，△%&'�において，余弦定理により
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���　����'%&������であるから

　　　VLQ�'%& ) ��
�
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���　四面体�$%&'�の底面を�△%&'�と考えると，四面体の体積�9�は
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�

�
･△%&'･$+ 
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　一方，△$&'�を底面と考えると
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 解説

判別式を�'�とし，I � 
[  
�[ �� 
FRVK [�FRVK �とする。

��次方程式�I � 
[  ��が����[���の範囲に異なる���つの実数解をもつための条件は，放

物線�\ I � 
[ �が�[�軸の����[���の部分と，異なる���点で交わることである。

[�

�\

�2

'!�

�� �

��� �軸 �

したがって，次の�>�@�～�� �� �が同時に成り立つ。

また，���K������のとき　　���FRVK��　……�①

>�@　' �
� 
�FRVK ��FRVK FRVK �FRVK 
�� !�

　常に�FRVK�����であるから　　FRVK��　……�②

>�@　放物線の軸は直線�[ 
FRVK

�
�で，この軸について

　　　���
FRVK

�
��　すなわち　���FRVK��

　これは常に成り立つ。
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>�@　I � 
�� !��から　　���FRVK!���

　したがって　　　　　�FRVK!�
�

�
　……�③

>�@　I � 
� !��から　　　��FRVK!�

　これは常に成り立つ。

①，②，③�の共通範囲を求めて　　�
�

�
�FRVK��

���K������であるから　　　　����K�����
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 解説

�
 VLQ D �FRVE　……�①

 VLQ E �FRVD　……�②
�とする．

���D�����，���E������から　VLQD!�，VLQE!�

①，②�から　FRVE!�，FRVD＞�

�VLQ E� �FRV E ��であるから　� �FRV D�
�

�
�VLQ D �

よって　�� �FRV D� �VLQ D �

ゆえに　���� 
� �VLQ D � �VLQ D �　　したがって　 �VLQ D 
�

�

VLQ D!��から　VLQD 
�

(�

また，FRVD!��から　FRVD ( �� �VLQ D  
�

(�

したがって　FRVE 
�

�
VLQ D 

�

(�
，VLQE �FRVD 

�

(�

ゆえに，VLQD VLQ E，FRVD FRVE，���D�����，���E������から　D E

３

S　���　  FRV&
�W

�W ��
　　���　6 ( ���� �W �W ��

　　　���　  W
�

�
�のとき最大値�
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�

 解説
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'��W

���　四角形�$%&'�は円に内接するから　　

　　　　　　  $ ����� &

　△$%'，△%&'�において，それぞれ余弦定理により

　　　　 �%'  �� � �
� 
�� W ��･�･�� 
�W FRV � 
����� &

　　　　　　 ����W �W �� �� 
�� W FRV&

　　　　 �%'  �� � �W ��･�･WFRV& ���W �� ��WFRV&

　よって　　　 ����W �W �� �� 
�� W FRV& ���W �� ��WFRV&

　整理して　　  �� 
�W �� FRV& �W

　 �� �W ��であるから　　  FRV&
�W

�W ��

���　 ��� �& �����より， !VLQ& ��であるから

　　　　　　VLQ& ( �� �FRV &  ) ��
�

� �
�W

�W ��
 )

��� 
�W �� � �W
�

� 
�W ��

　　　　　　　　�� (�� 
���� �W �W ��

( �
� 
�W ��

 
�( ���� �W �W ��

�W ��

　また　　　  VLQ$ VLQ � 
����� &  VLQ&

　したがって　　6 △$%'�△%&' 
�

�
･��� 
�W VLQ$�

�

�
･�･WVLQ&

　　�　　　�　　　 
�

� � 
��� W VLQ& ･
�

� � 
��� W
�( ���� �W �W ��

�W ��

　　　　　　　　�� ( ���� �W �W ��

���　  6 ( ���� �W �W ��  ( ���� 
��W �W ��  ) ���
�

� ��W
�

�

��

�
�と変形できる。

　��W���の範囲において，�� �W ��W����が最大となるとき�6�は最大となる。

　よって，��W���の範囲において，6 �は�  W
�

�
�のとき最大値�)

��

�
 
�(�
�
�をとる。

４

S　���　����　　���　
��(�
�

 解説

$

%

&

'

(

)

2
�

� �

�

� �

���　円の中心を�2�とすると

　　　　　　△2$%�△2&'�△2()

　　　　　　△2%&�△2'(�△2)$

　よって　　�$%& �&'( �()$

　ゆえに　　△$%&�△&'(�△()$　……�①

　よって，$& &( ($�であり，�$&(�は正三

　角形である。

　四角形�$%&(�は円に内接しているから

　　　�$%& ������$(& �������� ����

���　六角形�$%&'()�の面積を�6 �とすると
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$

%

&

'

(

)
���

���
���

����

�

�

� �

�

�

　　　6 △$%&�△&'(�△()$�△$&(

　����から　　△$%& 
�

�
･$%･%&･VLQ����

　　　　　　　　　��� ･･･
�

�
� � (�

�
 
�(�
�

　ここで，①�から

　　　　△$%& △&'( △()$ 
�(�
�

　また，△$%&�において余弦定理により

　　　　 �$&  �� � �� ��･�･�･FRV���� ������ ��
�

�
 ��

　よって　　$& (��

　△$&(�は���辺の長さが�(�� �の正三角形であるから

　　　　△$&( 
�

�
$&･$(･VLQ��� ･･

�

�
�

� 
(��
(�
�
 
��(�
�

　よって　　  6 ��
�(�
�

�
��(�
�
 
��(�
�

５

S　���　2& �(� D，証明略　　���　6 
�

�
�

� 
�D � VLQK　　���　��

 解説

[�

�\

D

$
%

&

'

�

�

K
2

�D

���　直線�2$�の方程式は�\ �[�であるから，点�&�の�\�

　座標は　\ �D

　よって　 �2&  �
� 
�D � �

� 
��D  � �D

　ゆえに　2& (� D  �(� D

　また，円周角の定理から

　　　�2%& �2$'，�2&% �2'$

　ゆえに　　△2%&4△2$'

　条件より�2$ 2'�であるから　　2% 2&

���　2$ 2' (�，2% 2& �(� D�であるから

　　　　　　6 △2$%�△2%&�△2&'�△2'$

　　　　　　�� 
�

�
2$･2%VLQ � 
����� K �

�

�
2%･2&VLQK

　　　　　　　　���
�

�
2&･2'VLQ � 
����� K �

�

�
2'･2$VLQK

　　　　　　�� 
�

� �(� ･� 
�(� D ･��
�

� 
�(� D �� �
� 
(� VLQK

　　　　　　�� 
�

�
�

� 
�D � VLQK

���　K ����から　　6 
�

�
�

� 
�D � VLQ��� 
�

�
�

� 
�D �

　���6����から　　���
�

�
�

� 
�D � ���

　ゆえに　　　��� �
� 
�D � ���

　よって　　　�� D�� ��(�　……�①

　D���より� D��  �� 
�D � �であるから，①�は

　　　　　　　���� 
�D � ��(�

　ゆえに　　　���(� �D���

　よって，D�のとりうる値の最大値は　��

６

S　���　[ )
� 
�DF EG � 
�DG EF

�DE FG
，\ )

� 
�DF EG � 
�DE FG

�DG EF
　　���　略

 解説

$

% &

'

D

E

F

G

[

\

���　四角形�$%&'�は円に内接するから

　　　　　' �����%

　△$%&�において，余弦定理により

　　 �[  �D � �E ��DEFRV%　……�①

　△&'$�において，余弦定理により

　　 �[  �F � �G ��FGFRV'

　　　 �F � �G ��FGFRV � 
����� %

　　　 �F � �G ��FGFRV%　……�②

　①，②�から　　 �D � �E ��DEFRV% �F � �G ��FGFRV%

　よって　　FRV  %
����D �E �F �G

�� 
�DE FG

　これを�①�に代入して

　　　　　　 �[  �D � �E ��DE･
����D �E �F �G

�� 
�DE FG

　　　　　　　 �D � �E �
DE� 
����D �E �F �G

�DE FG

　　　　　　　 
�� 
��D �E � 
�DE FG DE� 
����D �E �F �G

�DE FG

　ここで

　�分子� �
�D 
� �E DE��

�D 
� �E FG�DE� 
��D �E �DE�
�F 
� �G

　　　�� �
�D 
� �E FG�DE�

�F 
� �G  �FGD �E�
�F 
� �G D� �E FG

　　　�� �DF 
�EG �DG 
�EF

　よって　　 �[  � 
�DF EG � 
�DG EF

�DE FG

　[!��であるから　　[ )
� 
�DF EG � 
�DG EF

�DE FG
　……�③

　\�についても同様で，③�において，D�を�E，E�を�F，F�を�G，G�を�D�におき換えればよい

　から

　　\ )
� 
�EG FD � 
�ED FG

�EF GD
 )

� 
�DF EG � 
�DE FG

�DG EF

���　����の結果から

　　　[\ )
� 
�DF EG � 
�DG EF

�DE FG )
� 
�DF EG � 
�DE FG

�DG EF

　　　　 ( �
� 
�DF EG

　D，E，F，G�はすべて正であるから　　[\ DF�EG

７

S　���　��　　���　(��　　���　��(�　　���　順に��(�，��S

 解説

���　△$%&�において，余弦定理から

　　　　FRV�%$& 
���$% �&$ �%&

･�$% &$
 

���� �
� 
�(�

�
� 
�(�

･･� � �(�
 
�

(�

　よって，��%$& ����であり，求める面積は

　　　　
�

�
$%･&$VLQ�%$& 

�

�
･�･�(� ･

�

(�
 ��

���　線分�$3�の長さは�△$%&�の外接円の半径であるから，正弦定理により

　　　　$3 
%&

�VLQ�%$&
 
�(�

･�
�

(�

 (��

'

$ 3(��

�(��

���　△'3$�は��'3$ ����の直角三角形であるから

　　　　'3 ( ��$' �$3  ( ��� 
�(��
�

� 
(��

　　　　　�� �(�

　よって，四面体�$%&'�の体積は

　　　　
�

�
△$%&･'3 

�

�
･��･�(�

　　　　　　　　　　�� ��(�

���　球�6�の中心を�2�とする。

　点�2�から平面�$%&�に垂線�2+�を下ろすと，点�+�は�△$%&�の外接円の中心�3�と一致

[

'

$ 3(��

�(��

2

�(� �[

[

　する。よって，��点�'，2，3�はこの順で一直線上にある。

　△23$�は直角三角形であるから，球�6�の半径を�[�とおくと

　　　　　　 �[  �
� 
(�� �

�
� 
��(� [

　展開して整理すると　　��(� [ ��

　よって　　[ �(�

　さらに，球�6�の表面積は

　　　　　　� �S[  �S･
�

� 
�(�  ��S

８

S　���　��(�　　���　�(�

 解説

���　三平方の定理により

　　　　　　() ( ��$) �$(  ( ��� �
� 
(��  (��  �(�

　　　　　　(+ ( ��$+ �$(  ( ���� �
� 
(��  (��  �(��

　　　　　　)+ ( ��() �(+  ( ��� 
�(�
�

� 
�(��  �(��  ��

　△$)+�において，余弦定理により

　　　　　　FRV�)$+ 
���$) �$+ �)+

･�$) $+
 

���� ��� ���

･･� � ��
 
�

�

　VLQ�)$+!��であるから

　　　　　　VLQ�)$+ ( �� �FRV �)$+  ) ��
�

� �
�

�
 
�(�
�

　よって　　△$)+ 
�

�
$)･$+VLQ�)$+ 

�

�
･�･��･

�(�
�
 ��(�

4)

5

3

$

+

���

��

���　△$)+�において，)3�は��$)+�の二等分線である

　から　　　$3：3+ )$：)+ �：�� �：�

　よって　　△$(3 
�

�� �
△$(+

　　　　　　　　　� 
�

�
･
�

�
･(�� ･�(��  �

　また，△$)3�において，$5�は��)$3�の二等分線で

　あるから　)5：53 $)：$3 �：
�

�� �
･�� �：�
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)

5

3

6 (

　△)3(�で，辺�()�上に�5663(�となる点�6�をとると

　　　　　　)6：6( )5：53 �：�

　ゆえに　　6( 
�

�� �
･)( 

�

�
･�(�  (�

　したがって，求める四面体�($35�の体積は

　　　　　　
�

�
･△$(3･(6 

�

�
･�･(�  �(�

１

S　�ア�　 (�
�

　　�イ�　
�� (�
�

　　�ウ�　
�� (�
�

　　�エ�　� (�
�

　　�オ�　
�

��

 解説

&

$

(%

'

)

�

[

��辺の長さが���の正三角形の高さは

　　　　　�･VLQ��� 
ア

(�
�

$& [�とすると　　$' [

また，��つの二等辺三角形�&')�と�$()�は合同

であるから　　&' &) $( $) �

ここで，△$&'4△&')�であるから

　　　　　$&：&' &'：')

ゆえに　　[：� �：�[ 
�� 　　　　よって　　[�[ 
��  �

整理すると　　 �[ �[�� �

[!��より　　[ 
�� (�
�

　　　　すなわち　　$& 
イ �� (�

�

$&

%

0

�

���

�

正五角形の���つの内角は������であるから，二等辺三角形

$%&において　　�%$& ����� 
����� 	� ���

線分�$&�の中点を�0�とすると

　　　　FRV��� 
$0

$%
 

�

�
$&

�
 

ウ �� (�
�

�

$
%

&

'

(

*

1

ここで，右の図の正二十面体において，$%&'(�は正五

角形である。

線分�%*�の中点を�1�とすると，正三角形�$%*，&%*�に

ついて　　$1�%*，&1�%*

$1 &1 (�
�

，$& 
�� (�
�

�であるから，△$&1�

において余弦定理により

K
*

%

&

$

1　　　FRVK 

��
�

� �
(�
�

�

� �
(�
�

�

� �
�� (�
�

･� ･
(�
�

(�
�

　　　　　�� 

��
�

�

�

�

�� (�
�

�

�

 
エ

� (�
�

��つの平面�$%*，%&*，$%&，$&*�で囲まれた部分の体積を求める。

線分�%*�は平面�$&1�に垂直であるから，求める体積は���つの四面体�$&1*，$&1%�の

体積の和である。

よって，求める体積�9�は　　
�

�
△$&1･�%1 
�1*

ここで，VLQK!��であるから　　VLQK ) ��
�

� �� (�
�

 
�

�

ゆえに　　9 
�

�
･
�

�
･
(�
�

･
(�
�
VLQK ･� 

�

�
･
�

�
 

オ �

��

&

$

(%

'

)

U　�△$&'4△&')�の証明�

　正五角形�$%&'(�の外接円について，等しい

　長さの弧に対する円周角は等しいから

　　　　　�&$' �'&(

　さらに，�$'& �&')�であるから，��組の

　角が等しいことより　　△$&'4△&')

２

S　���　
�(�
�

　　���　 (��
��

 解説

� � �$

%

&

'

(

���
��� ���

)

���　&' [�とおくと

　　　　　　$& (� [，&( [，%& 
[

(�

　△$&(�に余弦定理を適用すると

　　FRV$ 
���� 
(� [
�� �[

･･� (� [ �
 

�� �[ �

�(� [
　……�①

　△$%&�に余弦定理を適用すると

[

(�(� [

� � �
$ %

&

( )

[

　　FRV$ 

���� 
(� [
��

�

� �
[

(�

･･� (� [ �
 

�� �[ ��

��(� [
���……�②

　①，②�から　　���
�[ 
��  � �[ ���

　ゆえに　　 �[  
�

�

　[!��であるから　　[ 
�(�
�

　すなわち　&' 
�(�
�

���　$& (� [ (� ･
�(�
�
 
�(��
�

　また，①�から　　FRV$ 

��
�

� �
�(�
�

�

�(� ･
�(�
�

 
��

�(��

　よって，△$&)�に余弦定理を適用すると

　　　　　　 �&)  
�

� �
�(��
�

� �� ��･
�(��
�

･�･
��

�(��
 
��

�
���

��

�
 
�

�

　&)!��であるから　　&) 
�

(�

　三平方の定理から　　') ( ��&' �&)  ) �
�

�

�

�
 (�

　よって　　FRV�')& 
&)

')
 
�

(�
	(�  

(��
��

３

S　$% �，'$ ����または��$% ��，'$ �

 解説
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$

%

&

'

�� ��

△%&'�において，余弦定理により

　　　 �%'  ��� � ��� ��･��･��FRV&

　　　　　 ����� 
�FRV& 　……�①

△%&'�において，正弦定理により

　　　　　
%'

VLQ&
 ��

��

�

よって　　%' 
��

�
VLQ&　……�②

①，②�から　　
�

� �
��

�
VLQ&  ����� 
�FRV&

ゆえに　　　���� 
� �FRV &  ���� 
�FRV&

よって　　　���� 
�FRV& �� 
�FRV&  ���� 
�FRV&

FRV&
��であるから　　���� 
�FRV&  ��

よって　　FRV& 
�

��
　　　　①�から　%' )���� ���

�

��
 
��

�

$% [�とおくと，四角形�$%&'�の周の長さが�����であるから

　　　　　　[�������'$ ��　　　　ゆえに　'$ ���[

△$%'�において，余弦定理により

　　　　　　 �%'  �$% � �'$ ��$%･'$FRV$　……�③

$�& �����であるから　　FRV$ FRV � 
����� &  �FRV& �
�

��

よって，③�から　　
�

� �
��

�
 �[ � �

� 
��� [ ��[��� 
�[ � ��
�

��

分母を払って整理すると　　���
�[ ���[ 
���  �

これを解くと　　[ �，��

'$ ���[�から　　$% �，'$ ����または��$% ��，'$ �

４

S　略

 解説

2

$

%

&
3

4

5
S

T

U

23 S，24 T，25 U�とする。

△234�において，余弦定理により

　　 �34  �S � �T ��STFRV��� �S � �T �ST

同様に　　 �45  �T � �U �TU， �53  �U � �S �US

△345�が正三角形であるとき， �34  �45 ， �45  �53 �が

成り立つから　　 �S � �T �ST �T � �U �TU　……�①

　　　　　　　　 �T � �U �TU �U � �S �US　……�②

①�から　　 �U � �S �TU�ST �　

すなわち　�U 
�S �U 
�S �T�U 
�S  �

よって　　�U 
�S �U�S 
�T  �　……�①�

同様に，②�から　　�S 
�T �S�T 
�U  �　……�②�

①��から　　U S��または��T U�S

ここで，T U�S�とすると，②��から　　�U･�S �

条件より，US
� �であるから，不適。

よって　　U S

同様に，②��から，S T ��または��U S�T�であるが，U S�T�は不適であり　　S T

したがって　　S T U

よって，正三角形�2$%�において，23：3$ 24：4%�となるから　　346$%

同様にして，456%&，536&$�も示される。

５

S　略

 解説

半径���の円に内接する正十二角形�6�の���辺の長さを�[�とすると，余弦定理から

　　　　　 �[  �� � �� ��･�･�FRV��� ��(�

[!��から　　[ ( �� (�  
( �� �(�

(�
 

�(� �

(�
 

�(� (�
�

よって，6�の周の長さは　�������
�(� (�
�

 ��(� 
�(�

内接することから，明らかに�� 
円周の長さ !� 
6�の周の長さ �である。

　　　　�円周率� 
�円周の長さ�

�直径�
! � 
6�の周の長さ

�直径�
 
�� 
�(� (�

�

　　　　　　　�� ��(� 
�(� !������ 
�����  ������ ����!����

よって，円周率は������より大きい。
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