
１

　 　順に　 ， 　　 　

　　　 　

 解説

　 とすると　　

　ゆえに　　

　よって，点 における接線の方程式は

　　　　　 　すなわち　

　また，点 における法線の方程式は

　　　　　 　すなわち　

　 の両辺を で微分すると

　　　　　

　よって， のとき　　

　点 ， における接線の傾きは　　
･

　求める接線の方程式は　　 　すなわち　

　 ，

　 であるから　　

　 のとき　 ， ，

　求める接線の方程式は　　 　すなわち　

２

　

 解説

から　　

･ ･

接点を ， とすると，接線の方程式は　　

この直線が原点を通るとき　　　

であるから　 　　　ゆえに　

よって，求める直線の方程式は　　

３

　 ， ，

 解説

， とおくと　　 ，

曲線 と曲線 が， 座標が である点で共通の接線をもつとき

　　　　　 ，　

すなわち　 　……①，　 　…… ②

② から　　 　　　　これを ① に代入すると　　

よって　　 　　　　ゆえに　　

また，点 の 座標は　　 　　　　よって　　 ，

４

　 ，

 解説

①

③

，，

…… ① から　　

よって，曲線① 上の点 ， における接線の方程式は

　　　　　　

すなわち　　 …… ②

また， ……③ から　　

よって，曲線③ 上の点 ， における接線の方

程式は　　　

すなわち　　 ……④

接線 ②，④が一致するための条件は

　 ……⑤， …… ⑥

⑤ から　　 　　　また　　

⑥ に代入して　

よって　　　　

ゆえに　　　　

したがって　　 ， 　　　すなわち　　 ，

これらを② に代入して，求める接線の方程式は

　　 のとき　　 ，　　 のとき　　

５

　

 解説

であるから， としてよい。

このとき　　

関数 はすべての実数 で微分可能で， であるから，区間 ，

において平均値の定理を用いると

　　　　　　 ，　

を満たす実数 が存在する。

， であるから　　

したがって　　

６

　略

 解説

関数 は で微分可能で　　

区間 ， において，平均値の定理を用いると

　　　　 　…… ①，　　 　…… ②

を満たす実数 が存在する。

であるから，② より　　

よって　　

したがって，① より　　
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１

　接線の方程式，法線の方程式の順に

　　　 　 ， 　　 　 ，

　　　 　 ，

 解説

　
･

　 のとき　　

　よって，接線の方程式は

　　　　　　 　　　　すなわち　　

　また，法線の方程式は

　　　　　　 　　　すなわち　　

　 の両辺を について微分すると　　 ･

　ゆえに， のとき　　

　 ， のとき　　

　よって，接線の方程式は

　　　　　　 　　　　すなわち　　

　また，法線の方程式は

　　　　　　 　　　 すなわち　　

　 ，

　ゆえに　　

　 のとき　　 ， ，

　よって，接線の方程式は

　　　　　　 ･ 　　　　すなわち　　

　また，法線の方程式は

　　　　　　 ･ 　　　すなわち　　

２

　 　 　　 　

 解説

　 を微分すると　　

　ここで，接点の座標を ， とすると，接線の方程式は

　　　　　　 　…… ①

　接線 ①が原点 ， を通るから　　

　よって， であるから　　

　① に代入すると　 　　　　整理して　　　

　
･ ･

　接点の座標を ， とすると， で，接線の方程式は

　　　　　　　

　すなわち　　 　…… ①

　この直線が原点を通るから　　 ･

　 であるから　　 　　　　ゆえに　　

　よって，求める接線の方程式は，① から

　　　　　　　 　すなわち　

３

　 　 ， ， 　　 　 ，

 解説

　 ， とおくと

　　　　　　　　　　 ，

　 曲線 と の接点の 座標を とする。

　 における 曲線の 座標が等しいから　　

　　　　　 　　　　　すなわち　　 　……①

　また， における 曲線の接線の傾きが等しいから

　　　　　 　　　　すなわち　　 　　 ……②

　② から　　 　　　　　よって　　 　または　

　 であるから　　　 ， ， ， 　　　これらは① の解でもある。

　 のとき，① から　　　

　すなわち　 ･ 　　　ゆえに　

　同様にして　　　　 のとき　 ，　 ， のとき

　よって　　　　　　　　　　 ， ，

　 ， とすると　　 ，

　共有点の 座標を とすると， であるから　　 　…… ①

　 つの曲線の共有点における接線の傾きは等しいから　　　

　よって　　 　　　すなわち　　 　…… ②

　①，②から　　 　　　よって　　

　これを② に代入して　　 　　　ゆえに　　

　共有点の座標は ， であるから，接線の方程式は

　　　　 　　すなわち　　

４

　 　 　　 　

 解説

①

③

，

，

　 ……① から　　

　よって，曲線 ① 上の点 ， における接線の方

　程式は　　　

　すなわち　　 　……②

　また， …… ③から　　

　よって，曲線 ③ 上の点 ， における接線の方程

　式は　　　

　すなわち　　 　…… ④

　 接線 ②，④ が一致するための条件は　

　　　　　　 　…… ⑤，　 　……⑥

　⑤から　　 　　　　これを ⑥に代入して　　

　ゆえに　　 　　　　よって　　

　 は実数であるから　　

　これを ④に代入して，求める接線の方程式は　　

　 曲線③ の接線 ④ を先に求めた上で

　　① と④ から を消去して　　

　　この 次方程式の判別式を とすると　　 ･

　　① と④ が接するから， として　　 　すなわち　

　　よって　　

　　 は実数であるから　　

　　これを ④に代入して，求める接線の方程式は　　

　 から　　

　よって，曲線 上の点 ， における接線の方程式は

　　　　　　　　

　すなわち　　　 　…… ①

　また， から　　

　よって，曲線 上の点 ， における接線の方程式は

　　　　　　　　

　すなわち　　　 　…… ②
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　①，② が一致するとき

　　　　　　 　……③，　 　…… ④

　③ から　　

　これを ④に代入して　　

　よって　　

　したがって，求める方程式は　　

５

　 　 　　 　 　　 　

 解説

　 であるから， としてよい。このとき， が成り立つ。

　関数 はすべての実数 で微分可能であり　　

　区間 において平均値の定理を用いると

　　　　　　　 ，

　を満たす実数 が存在する。

　 であるから　　

　よって　　

　関数 はすべての実数 で微分可能であり　　

　 　 のとき

　　 であるから，区間 ， において，平均値の定理を用いると

　　　　　　　 ，

　　を満たす実数 が存在する。

　　 であるから　　

　　よって　　

　 　 のとき　

　　 であるから， としてよい。

　　このとき， であるから，区間 ， において，平均値の定理を用いると

　　　　　　　 ，

　　を満たす実数 が存在する。

　　 であるから　　

　　よって　　

　以上から　　

　関数 は で微分可能であり　　

　よって，区間 ， において，平均値の定理を用いると

　　　　　　 ，

　を満たす実数 が存在する。

　等式から　　

　また， から　　

　 であるから　　

　よって　　

６

　 　略　　 　略　　 　略　　 　略　　 　略

 解説

　関数 は， ， で微分可能で　　

　区間 ， において，平均値の定理を用いると

　　　　　　 　……①，　 　…… ②

　を満たす実数 が存在する。

　 は で増加するから，② より　　

　よって，①より　　

　関数 は， で微分可能で　　

　区間 ， において，平均値の定理を用いると

　　 　　　 　…… ①，　 　……②

　を満たす実数 が存在する。

　 は で減少するから，② より　　

　すなわち　　

　よって，①より　　

　関数 はすべての実数 について微分可能で　

　区間 ， において，平均値の定理を用いると

　　　　　　 　……①　　　 　…… ②

　を満たす実数 が存在する。

　 であるから，② より　 　　　よって　

　ゆえに，①により　　

　 であるから　　 　

　 とすると， は区間 ， で連続，区間 ， で微分可能であり

　　　　　　　　

　区間 ， において，平均値の定理を用いると

　　　　　　　　 ……①

　　　　　　　　 　　　　　…… ②

　を満たす実数 が存在する。

　 ， ， は正の数であるから，② より

　　　　　　　　

　これに ①を代入して　　

　 であるから　　

　したがって　　　　　　

　まず，両辺を で割った不等式　 　を証明する。

　 とすると　　

　区間 において連続であり， において微分可能であるから，平均値の

　定理により　 …… ①　となる が

　 の範囲に少なくとも つ存在する。

　ここで， から　　 　　　　よって　　

　また， より であるから，① より　　

　したがって　　　　　　

第１講　例題演習

-149-



１

　 　 　　 　 ， ，

　　　　接線の方程式は　

 解説

　 より，求める接線の方程式は　

　よって　　 　　　ゆえに　　

　 ， から　　 ，

　 であるから　　 ，

　　　　　　 ･ ･

　　　　　　　　 ･ ･

　　　　　　　 　

　また， のとき　　 ， ，

　よって，求める接線の方程式は　　

　すなわち　　

２

　 ア　 　　 イ 　

 解説

， とおくと　 ，

曲線 と曲線 が， 座標が である点で共通の接線をもつとき

　　　　　 ，

すなわち　 　……①

　　　　　 　　　 …… ②

②から　

①に代入すると　

よって　

ゆえに　
ア

また，共通の接線の方程式は　

すなわち　
イ

３

　 ，

 解説

接点の 座標を とすると，接線の方程式は

　　　　 　すなわち　

これが点 ， を通るから　　

よって　　　

であるから　　 　…… ①

点 から曲線 に接線が引けるための必要十分条件は， の 次方程式 ① が実数

解をもつことである。

よって，①の判別式を とすると　　 ･

これを解いて　　 ，

４

　 　 　　 　

 解説

　 とおく。 は常に微分可能であり　　

　平均値の定理により

　　　 ，　 　または　

　を満たす実数 が存在する。

　 のとき， であるから，はさみうちの原理により　

　よって　 与式

　　　　　　　

　 とすると　　 ･

　よって，平均値の定理により， を満たす が と

　 の間に存在する。

　ここで， ならば であるから

　　　　　

５

　略

 解説

とおくと　

区間 において，平均値の定理により，

となる が の範囲に少なくとも

つ存在する．

ここで， から　

ゆえに　

よって， から　
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１

　 　 は整数

 解説

から　　

接点の座標を ， とすると，接線の方程式は　　

すなわち　　 　……①

同様に，点 ， における接線の方程式は　　 　……②

①と ② が直交するとき　　 ･

ここで， とすると　　

これは に矛盾する。

よって　　

　 のとき

　 であるから，整数 ， を用いて ， と表せる。

　①，② より， つの接線の方程式は　　 ，

　よって，交点の 座標は　　

　ゆえに　　

　 ， は任意の整数であるから，任意の整数 を用いて と表せる。

　したがって　　

　 のとき

　 と同様に， つの接線の交点の 座標は，任意の整数 を用いて　

， より，求める交点の 座標の値は　　 は整数

２

　

 解説

とすると　　

は微分可能で， ， であるから，区間 ， または ， に

おいて，平均値の定理を用いると

　　　　　 すなわち

または 　を満たす が存在する。

よって　　 ･

ゆえに　　 ……

であるから

　　　　　 　　　　よって　

３

　 　略　　 　 ， ，

 解説

　

　　　　

　関数 は において，微分可能である。

　区間 ， において平均値の定理を用いると

　　　　　　 ，

　を満たす実数 が存在する。

　 から　　 　　すなわち　　

　 ， ， であるから

　　　　　　　

　 ， ， を大きい順に並べると

　　　　　　　 ， ，

１

　 　 で極大値 ， で極小値 　　 　 で極大値

 解説

… … …

極小 極大

　
･

　 とすると　　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　よって　　 で極大値 ，

　　　　　　 で極小値

… … …

極大

　

　 とすると　

　　　　　　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　よって　　 で極大値

２

　 　 ， で極大値 ； で極小値

　　　 　 で極大値 ， で極小値

 解説

　

　 において， となるのは

　　　　　　　 から　

　　　　　　　 から　 ，

　 における の増減表は次のようになる。

… …

極大

… …

極小
極大

　よって， は ， で極大値 ， で極小値 をとる。

　

　 において， となるのは

　　　　　　　 から　 ，

　 における の増減表は次のようになる。
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…

極大

… …

極小

　よって， は で極大値 ， で極小値 をとる。

３

　 　 で極大値 ， で極小値

　　　 　 で極大値 　　 　 で極大値

　　　 　 で極小値 ， で極大値 　

 解説

　関数の定義域は である。

　 であるから　　

　 とすると　　

… … … …

極大 極小

　 の増減表は次のようになる。

　よって， は

　　　 で極大値 ， で極小値

　をとる。

　この関数の定義域は　　

… …

極大

　　　

･ ･

　 とすると　　

　ゆえに　　

　 の増減表は右のようになる。

　よって， は で極大値 をとる。

…… ……
　 の定義域は である。

　　　　　

　 とすると　　

　 の増減表は右のようになる。

　したがって， は　　 で増加し， で減少する。

　よって， は　 で極大値 をとる。

　この関数の定義域は　 ，

　　　　　　

　 とすると　　 ，

　 の増減表は次のようになる。

… … … … …

極小 極大

　よって， は　 で極小値 ， で極大値 　をとる。

４

　 で極大値 ， で極小値

 解説

定義域は から　　

　 のとき　　

　ゆえに， のとき

　　　　

　 とすると　　

　 のとき　　

　よって， のとき　　

　関数 は ， で微分可能でない。

以上から， の増減表は次のようになる。

… … …

極大
極小

　したがって　　 で極大値 ， で極小値

５

　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　

 解説

　

　 とおくと　

　 であるから　

　よって　

　 のとき ， であるから　

　また， のとき であるから　

… …

極小

　

　よって， のとき は極小かつ最小となり，

　最小値は　

　また， のグラフの概形は右の図のようになる．

　

とおくと　 から　

とおくと　 から　

のとき

で 　よって，グラフは図のようになる．
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とすると　　

また　　 ，

　　　　 ，

　　　　 ，

よって， 軸， 軸，および直線 は漸近線

である。

したがって，グラフの概形は，右の図のように

なる。

１

　 　 で極大値 ， で極小値

　 で極小値 ， で極大値

　　　 　 で極大値 　　 　 で極大値 ，極小値はない

　 で極小値 ， で極大値

　 で極小値 ， で極大値

 解説

… … …

極小 極大

　
･

　 とすると　　

　したがって， の増減表は右のようになる。

　よって　　 で極大値 ，

　　　　　　 で極小値

… … …

極小
極大

　
･

　　　　　

　 とすると　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　よって， は

　　 で極小値 ， で極大値 をとる。

… …

極大

　

･ ･

　　　

　 とすると　　

　したがって， の増減表は右のようになる。

　よって　　 で極大値

…… …… ……

極大

　

　 とすると　　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　よって， は

　　 で極大値 をとる。

　　極小値はない。

… … …

極小
極大

　

　　　　

　 とすると　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　よって， は

　　　　　　 で極小値 ，

　　　　　　 で極大値 　をとる。

　 ･

　　　

… … …

極小 極大

　 とすると　　

　よって， の増減表は右のようになる。

　ゆえに， で増加，

　　　　　 ， で減少，

　　　　　 で極小値 ，

　　　　　 で極大値 をとる。

２

　 　 で極大値 ， で極小値

　　　 　 で極大値 ， で極小値

　　　 　 で極小値 ， で極大値

　　　 　 ， で極大値 ， で極小値

　　　 　 で極大値 ， で極小値

　　　 　 で極大値 ， で極小値

 解説

　 であるから， とすると

　　　　　　

　 であるから　　 ，

… … …

極大 極小

　 の増減表は右のようになる。

　よって　　 で極大値 ，

　　　　　　 で極小値

　

　 とすると　　
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　 の範囲でこの等式を満たす の値を求める。

　 であるから　　 ，

　よって　　　　 ，

　 の増減表は次のようになる。

…… …… ……

極小 極大

　よって， は で極大値 ， で極小値 をとる。

　

　 とすると， であるから　　 ，

　 の増減表は次のようになる。

… … …

極小
極大

よって　　 で極小値 ， で極大値

　

　 とすると　　 ，

　 において，この等式を満たす の値は　 ， ，

　よって， の増減表は次のようになる。

… …

極大

… …

極小
極大

　したがって， は ， で極大値 ， で極小値 をとる。

　

　　　　

　 とすると　 または

　 において，この等式を満たす の値は　 ， ，

　よって， の増減表は次のようになる。

… … … …

極大 極小

　したがって， は で極大値 ， で極小値 をとる。

　

　 とすると　　

　 のとき， であるから　　 ，

　すなわち　　 ，

　したがって， の増減表は次のようになる。

… … …

極大 極小

　よって　　 で極大値 ， で極小値

３

　 　 で極大値 ， で極小値 　　 　 で極大値

　　　 　 で極大値 　　 　 で極大値 ， で極小値

　　　 　 で極小値 　　 　極大値はない， で極小値

　　　 　 で極小値 　

 解説

　定義域は である。

　 であるから

　　

　 とすると　　 ，

… … … …

　よって， の増減表は次のようになる。

　よって， で極大値 ， で極小値

　関数 の定義域は　　

　　　　 ･

… …

極大

　 とすると　　 　　　ゆえに　　

　よって， の増減表は右のようになるから

　 で増加， で減少，

　 で極大値 をとる。

　関数の定義域は　

　　　　　

… …

　 とすると， より

　　　　　 　　　よって　

　 の増減表は右のようになる。

　よって， は

　　 で増加し， で減少する。

　よって， は　 で極大値 をとる。

　この関数の定義域は， ， である。

　　

　 を満たす の値は　 ，

　よって， の増減表は次のようになる。

… … … … …

極大 極小

　したがって， は で極大値 ， で極小値 をとる。

　真数は正であるから，この関数の定義域は である。

　　 ･

　 において， を満たす の値は， から

　　

　よって， の増減表は次のようになる。

… …

極小
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　したがって， は で極小値 をとる。

　したがって， は で極小値 をとる。

　 の定義域は である。

　　

　　　　

　 とすると　　 ，

…… …… …… ……

極小

　 の増減表は次のようになる。

　よって， は 極大値はない。 で極小値 をとる。

　この関数の定義域は である。

　　

･

　 において， を満たす の値は　

　よって， の増減表は次のようになる。

… …

極小

　したがって， は で極小値 をとる。

４

　 　 で極大値 ， で極小値

　　　 　 で極大値 ， で極小値 　

　　　 　 で極大値 ， で極小値

　　　 　 で極大値 ， で極小値

 解説

　 であるから，関数の定義域は　

　 　 のとき　　

　　 において　　

　　ゆえに， では，常に　

　 　 のとき　　

　　 において　　

　　 とすると　　

　以上から， の増減表は次のようになる。

… … …

極大 極小

　よって， は で極大値 ， で極小値 をとる。

　 であるから，定義域は　

　 　 のとき　　

　　よって， のとき　　

　　この範囲では　　

　 　 のとき　　

　　よって， のとき　　

　　この範囲で となる の値は　　

　 　関数 は ， で微分可能でない。

　以上から， の増減表は次のようになる。

… … …

極小 極大

　よって　　 で極大値 ， で極小値

　 であるから，定義域は　

　 のとき　 ， のとき　 　から

　 ⅰ 　 のとき　 ･

　　　 とすると　

　 ⅱ 　 のとき　 ･

　 ⅲ 　 ， のときは微分可能でない。

　よって， の増減表は次のようになる。

… … …

極大
極小

　ゆえに， は　 で極大値

　　　　　　　　 で極小値 　　　　　　をとる。

　 のとき　　

　　よって， のとき　　

　 のとき　　

… … …

極大 極小

　　よって　　

　　 とすると　　

　関数 は のとき微分可能でない。

　ゆえに， の増減表は右のようになる。

　よって， で極大値 ，

　　　　　 で極小値 をとる。

５

　 　　　　　　　　　　　　　　　　

　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

，

　　

　

 解説

　 より　　
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… … …

　 とすると　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　また　

　　　　

　よって，曲線の概形は，右の図のようになる。

　 ， ･

　　　　　　　　　　　　　

… … …

極小
極大

　　　　　　　　　　　　　

　 の増減表は右のようになる。

　よって， は で極大値 ， で

　極小値 をとる。

　 ･

　　　　　 ･

　　

　よって のグラフの概形は右の図のようになる。

　 ，

　　

… … …

　よって， のとき極大値 ，

のとき極小値

また，

　よって， のグラフの概形は右の図のようになる。

　 とおく。

　　　

　よって， であるから， は単調に増加する。

　また， であり，

　 とおくと

　　　　

　ゆえに， のグラフは右の図のようになる。

　真数は正であるから　　

　 から　　

･ ･

　 とすると　　

　 の増減表は次のようになる。

… …

　また　　 ，

　 とすると　　

　よって， のグラフは右の図のようになる。

　 　　
･ ･

… … …
　 とおくと　

　 のとき　 　かつ　

　 　　

　

　増減表から　 のとき極小値

　グラフは右の図。

　 ， であるから，関数の定義域は　　 ，

　　　　　

･･･ ･

　　　　　　

… … … …　　　　　　

　 とすると　　

　 の増減表は右のようになる。

　よって， は で極大値 をとる。

　　　　　 ， ，

　　　　　 ， ，

　　　　　 ，

　であるから， 軸，直線 ， 軸はこのグラフの漸近

　線である。

　以上から，グラフは右の図のようになる。
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１

　 　 で極大値 ， で極小値 　　 　極値なし

　　　 　 で極大値 ， で極小値

　　　 　 で極大値 ， で極小値

　　　 　 で極大値 ， で極小値

　　　 　 で極小値 ， で極大値

 解説

　定義域は から　

　 　 のとき　　　

　　よって， のとき

　　　　 ･ ･

　　　　 とすると　　　　

　 　 のとき　　　

　　よって， のとき　　 　　　　 とすると　　

　 　関数 は ， ， で微分可能でない。

　以上から， の増減表は次のようになる。

… … … …

極大
極小

極大

　よって， で極大値 ， で極小値

…

　

　 の増減表は右のようになる。

　よって，極値はない。

　 ･

… … …

極大 極小

　　　

　 とすると　　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　よって　　 で極大値

　　　　　　 で極小値

　 ･ ･

… … …

極大
極小

　 　

　 とすると　　

　また， で微分可能でない。

　したがって， の増減表は右のようになる。

　よって　　 で極大値

　　　　　　 で極小値

　 であるから，定義域は　

　また， と変形できる。

　よって　　

　 とすると　　 ，

… … … …

極大 極小

　したがって， の増減表は次のようになる。

　よって　　 で極大値 ， で極小値

　

　 の範囲で， を解くと

　　　　　　　　 ， 　　　　　よって　　 ，

　ゆえに，関数の定義域は　 ，

　このとき　　

　 とすると　　 　　すなわち　　

　 の範囲で，これを解くと　　 ，

　よって　　 ，

　したがって， の増減表は次のようになる。

… … … …

極小 極大

…

　よって　　 で極小値 ， で極大値

２

　 ，

 解説

で極大値 をとるから　　 ，

よって　　　 ，

これを解いて　　 ，

このとき　　

　　　　　　　　

ゆえに， の前後で の符号が正から負に変わるから，確かに は で

極大となる。

したがって　　 ，

３

　 ， ，

 解説

で極小値 ， で極大値 をもつから，

， ， ， であることが必要。

から　　

から　　

よって　　 　……①

から　　 　……②

から　　 　……③

①，②，③ から　　 ， ，

逆に，このとき　　

　　　　　　　　　

の増減表は次のようになり，条件を満たす。

… … …

以上から　　 ， ，
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４

　 図

 解説

とすると　 　　よって， の増減表は，次のようになる．

　　

… … …

　 　 　 極大 　 　 　 　

，

ゆえに， のグラフは，右図のようになる．

１

　 で極大値 ， で極小値 ， で極大値

 解説

のとき　　

　　　　　　　 ･

のとき　　 　　　　この点でも は連続である。

のとき　　

　　　　　　　 ･

であるから　　

よって， の増減表は次のようになる。

… … … …

極大 極小 極大

したがって， の極値は

　　　　　 で極大値 ， で極小値 ， で極大値

２

　

 解説

であるから，これを解くと　　

　よって， の定義域は　　

とすると　　 　　　　よって　　 　……①

であるから　　

① の両辺を 乗すると　　 　　　　よって　　

であるから　　

… …

極大

の増減表は右のようになる。

　　

　　　　　

よって， は で極大値 をとる。

のグラフは右のようになる。

３

　 　

　　　 　

　　　 　 で増加， ， で減少，

　　　　 のとき極小値 ，

　　　　 のとき極大値 ， 図

 解説

　

　 から　

　ゆえに　

　逆に， のとき， で極値をとる．

　 ，

　 とおくと　

… … …

極小
極大

　また　 ，

　ゆえに， で増加， ， で減少，

　 のとき極小値 ， のとき極大値 　図
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１

　 　 で最大値 ， で最小値

　　　 　 で最大値 ， で最小値

 解説

　この関数の定義域は， を解いて　　

　 のとき

　　　　 ･ ･

… … …
　 とすると　　

　 における の増減表

　は右のようになる。

　よって， は　 で最大値 ，

　　　　　　　 で最小値 　をとる。

　
･

… … …

極小 極大

　 とすると　　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　また　　 ，

　したがって　　 　 で最大値

　　　　　　　　 で最小値

２

　 で最大値 ， で最小値

 解説

この関数の定義域は， を解いて　　

　　　　

とすると　　 　……①

①の両辺を 乗すると　　 　　　　ゆえに　　

①より， であるから　　

… …

における の増減表は右のように

なる。

よって， は　 で最大値 ，

　　　　　　 で最小値 　をとる。

３

　 　 　　 　

 解説

　三角形が存在する条件は　 から

　　　　　

　△ は の二等辺三角形であるから，

　 から に垂線 を引くと， は線分 の中点

　である。

　よって　

　△ の内心を とすると

　△ △ △ △ から

　　 ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･

　　　　

　よって　

　

　 とおくと　

　　

　 とすると において　

　 における の増減表は次のようになる。

… …

極大

　よって， は のとき最大となる。

　 であるから， のとき も最大となる。

４

　 ， で下に凸； ， で上に凸；

　　　変曲点は 点 ， ， ， ， ，

 解説

　　　
･

　　　
･･

　　　　

　　　　

とすると　　 ，

の符号を調べると，常に であるから，この曲線の凹凸は次の表のように

なる 表の は下に凸， は上に凸を表す 。

… … … …

変曲点 変曲点 変曲点

よって　　 ， で下に凸

　　　　　 ， で上に凸

　　　　　変曲点は　点 ， ， ， ， ，

５

　 　 ， で上に凸；

　　　　 で下に凸；変曲点 ， ，

　　　　 ， ； 図

　　　 　 で下に凸；変曲点はなし； 図

　　　 　 ， で下に凸；

　　　　 で上に凸；変曲点

　　　　 ， ， ， ； 図

 解説

… … … …

　 ，
･

　 とすると　

　 とすると　

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

　また　 ，

　よって　 ， で上に凸， で下に凸

　変曲点の座標は　 ， ， ， 　　グラフは 図 。

　定義域は である。

　　　　 ， 　　 とすると　
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… …

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

　また　　 ，

　よって， で下に凸；変曲点はなし；グラフは 図 。

　 ， ･

　 とすると， ， とすると　

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

… … … …

　また　 ，

　ゆえに， 軸は漸近線である。

　よって　 ， で下に凸， で上に凸

　変曲点の座標は　 ， ， ， 　　グラフは 図 。

１

　 　 のとき最大値 ； のとき最小値

　　 　 で最大値 ， で最小値

　 　 で最大値 ， で最小値

　 　 で最大値 ， で最小値

　 　 で最大値 ， で最小値

 解説

　関数 の定義域は， から　　

　 ･

… … …

　 で とすると

　　　　　　

　 の増減表は右のようになる。

　よって　 のとき最大値

　　　　　 のとき最小値

　関数の定義域は， から　　

　 のとき

　　 ･ ･

… …

極大

　 とすると， では　　

　また， のとき　　

　 の増減表は右のようになる。

　よって

　　 で最大値 ， で最小値

　
･

　 とすると　　 ，

　 の増減表は次のようになる。

… … …

極小 極大

　また　　 ，

　よって　　 で最大値 ， で最小値

　

…… …… ……

極小 極大

　 とすると　　 ，

　よって， の増減表は右のようになる。

　また　　 ，

　ゆえに， は

　　 で最大値 ，

　　 で最小値 をとる。

　
･ ･

… … …
　 とすると　　

　 の増減表は右のようになる。

　また　　 ，

　よって， は

　　　 で最大値 ，

　　　 で最小値 をとる。

２

　 　 で最大値 ， で最小値

　　　 　 で最大値 ， で最小値

 解説

　 とする。

　 であるから，関数の定義域は　　

　 のとき　　

… …

　 とすると

　　　　　 ただし

　両辺を 乗して　　

　 であるから　　

　 の増減表は右のようになる。

　よって， は で最大値 ， で最小値 をとる。

　 であるから，定義域は　　

　 のとき　　

… …

　 とすると　　 　……①

　両辺を 乗して　　

　①より， であるから　　

　よって， の増減表は右のようになる。

　したがって　　 で最大値 ， で最小値
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３

　 　 　　 　 のとき最大値

 解説

　三角形が存在する条件は　 から

　　　　　 　

　内接円の半径を ，△ の面積を とする。

　　　　　　　 ･ ･ ･

　一方　　　　 ･

　よって　　　

　したがって　

　内接円の面積を とすると

　　　　 ･ ･ ･

　　　　 ･ ･

　　　　 とおくと　 ，

… …

極大

　 における の増減表は右のようになる。

　増減表から， は のとき極大かつ

　最大になる。

　最大値は

　　　　 ･

４

　 　 ， で下に凸； で上に凸；変曲点は 点 ， ， ，

　　　 　 ， で上に凸； で下に凸；変曲点は

　　　　点 ， ， ，

　　　 　 で上に凸， で下に凸；変曲点は 点 ，

　　　 　 ， で下に凸； で上に凸；変曲点は 点 ，

 解説

　 ，

… … …

変曲点 変曲点

　 とすると　　 ，

　 の符号を調べると，この曲線の凹凸は右

　の表のようになる ただし，表の は下に凸，

　 は上に凸を表す。以下同じ 。

　よって　　 ， で下に凸， で上に凸；

　　　　　　変曲点は　点 ， ， ，

　 ，　

　 とすると， より であるから

　　　　　　 ， 　すなわち　 ，

　 の符号を調べると，この曲線の凹凸は次の表のようになる。

… … …

変曲点 変曲点

　よって　　 ， で上に凸， で下に凸；

　　　　　　変曲点は　点 ， ， ，

… …

変曲点

　 ，

　 とすると， であるから　　

　 の符号を調べると，この曲線の凹凸は右の表のように

　なる。

　よって　　 で上に凸， で下に凸；

　　　　　　変曲点は　点 ，

　定義域は である。

　 ，

… … …

変曲点

　 とすると　　

　 の符号を調べると，この曲線の凹凸は右の

　表のようになる。

　よって　　 ， で下に凸，

　　　　　　 で上に凸；

　　　　　　変曲点は　点 ，

５

　 　　　　　　

 解説

　定義域は である。

　　　　　

･ ･

　　　　　

･ ･

　 とすると　　

　 とすると　　

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

… … …

　また， であるから， 軸はこの曲線

　の漸近線である。

　更に， であるから， 軸もこの曲線の

　漸近線である。

　よって，グラフは 図。

　この関数の定義域は　 ，

　　　　　 ･ ･

　　　　　 ･ ･･

　 とすると　　

… … … …

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

　また　　 ， ，

　　　　　 ， ，

　　　　　 ，

　であるから， 直線 ， と 軸は漸近線

　である。

　したがって，グラフは右の図のようになる。

　 ， ･ ･

　 とすると　　

　 とすると　　

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。
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… … … …

　また　　　 ，

　よって， 軸は漸近線である。

　したがって，グラフは右の図のようになる。

１

　 　 で最大値 ， で最小値

　　　 　 で最大値 ， で最小値

　　　 　 で最小値 ，最大値はない

　　　 　 で最大値 － ， で最小値

　　　 　 のとき最大値 ； のとき最小値

　　　 　最大値はなし； のとき最小値

　　　 　最大値はなし； のとき最小値

　　　 　最大値はなし； のとき最小値

　 　 で最大値 ， ， で最小値

　　　 　 で最小値 ，最大値はない

 解説

　関数の定義域は， より　　

　 において

… …

極小

　　　

　 とすると　　 　…… ①

　両辺を 乗して　　

　すなわち　　 　これを解いて　

　このうち，① を満たすのは　　

　 の増減表は右のようになる。

　よって， は で最大値 ， で最小値 をとる。

　 ･ ･

… … …

極小 極大

　 となる の値は　　

　 の増減表は右のようになる。

　　　 のとき　

　　　 のとき　

　また　　 ，

　よって， は

　　　 で最大値 ， で最小値

　をとる。

… … …

極大
極小

　 のとき　　

　　 において　　

　 のとき　　

　　　

　　 となる の値は　　

　以上から， の増減表は右のようになる。

　また， のとき ，

　よって， は で最小値 をとる。最大値はない。

… …

極小

　

　　　

　 で となる の値は　　

　 の増減表は右のようになる。

　　　 のとき ，

　よって， は で最大値 ， で最小値 をとる。

　定義域は から　

　　　

　 において　 とすると

… …

　　　

　よって　

　 の増減表は右のようになる。

　よって　　 のとき　最大値

　　　　　　 のとき　最小値

　定義域は　

… …

　　　 ･

　 において　 とすると

　　　 　　よって　

　 の増減表は右のようになる。

　また　

　よって　最大値はなし

　　　　　 のとき　最小値

　

… …
　 とすると　 　　よって　

　 の増減表は右のようになる。

　また　 ，

　よって　最大値はなし

　　　　　 のとき　最小値

　

　 とすると　 　…… ①

　両辺を平方して整理すると　 　　よって　 ，
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… …
　このうち，① を満たすのは　

　 の増減表は右のようになる。

　また　 ，

　よって　最大値はなし

　　　　　 のとき　最小値

　関数 の定義域は， ， から　　

　 のとき

　　　　

　　　　　

　　　　　 　…… ①

… …

極大

　① において分母は正であるから， とすると　　

　よって， の増減表は右のようになる。

　ゆえに， は

　　　　　　 で最大値 ，

　　　　　　 ， で最小値 をとる。

　関数 の定義域は　　

… …

極小

　　　　　　 ･ ･

　 とすると　　

　ゆえに　　

　よって， の増減表は右のようになる。

　ここで　　

　ゆえに， は で最小値 をとる。

　また，最大値はない。

２

　

 解説

　 のとき

　常に から，不適。

… …

極大

　 のとき

　増減表は右のようになる。

　ゆえに，最大値は　　

　よって　　

　したがって　　 　　　　これは を満たす。

… …

極小

　 のとき

　増減表は右のようになる。

　ゆえに，最大値は　　

　よって，不適。

～ から　　

３

　 　 　　 　

 解説

　直円錐の高さを とする。

　球の中心を として，直円錐をその頂点と底面の円の中

　心を通る平面で切ったとき，切り口の △ ，および球

　と △ との接点 ， を右の図のように定める。

　△ △ であるから

　　　　　　 ： ：

　ここで　　

　　　　　　　

　よって　　 ： ：

　 であるから　　

　体積を とすると　　 ･

　　　　　 ･
･

･

　　　　　　 ･

　 とすると　　

… …　よって， は右の増減表から で最小値 をとる。

４

　 のとき 個， のとき 個

 解説

　　　　　

　　　　　

であるから， とすると　

この 次方程式の判別式を とすると　 ･

すなわち のとき， は異なる つの実数解をもち，その解の前後で

の符号が変わるから，変曲点は 個になる。

すなわち のとき，常に となるから，曲線は常に下に凸で，変曲点を

もたない。

したがって，変曲点の個数は　 のとき　 個， のとき　 個

５

　グラフは 図。変曲点は

　　　 　 ， ， ， 　　 　 ， ， ， ， ，

　　　 　 ， ， ， 　　 　 ， ， ，

　　　 　 ， ， ，

　　　 　 ，

　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　

，

，

　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　

 解説

… … … …

変曲点
極大

変曲点

　

　 とすると　

　

　 ･
･･
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　グラフは 軸に関して対称である。

　 の増減とグラフの凹凸は右上の表のようになる。

　よって，グラフは右の図のようになる。

　変曲点は　　 ， ， ，

　 であるから

　　 ･

　　　

　　 ･

　　　

　グラフは原点に関して対称である。

　 の範囲で の増減とグラフの凹凸は次の表のようになる。

… … …

極大
変曲点 変曲点

　よって，グラフは右の図のようになる。

　変曲点は　 ， ， ， ， ，

　 ， ･
･ ･

　グラフは 軸に関して対称である。

… … … …

変曲点 極小 変曲点

　 の増減とグラフの凹凸は次の表のようになる。

　よって，グラフは右の図のようになる。

　変曲点は　 ， ， ，

　

　　 ･

　グラフは 軸に関して対称である。

　 の増減とグラフの凹凸は次の表のようになる。また　 ，

… … … …

変曲点
極大

変曲点

　以上から，グラフは右の図のようになる。

　変曲点は　 ， ， ，

　

　 とすると　　 ，

　また　　

　 とすると　　 ，

　 の増減とグラフの凹凸は次の表のようになる。

… …

変曲点 極大

… … …

変曲点 極小

，

，

　ロピタルの定理により

　　　　　　

　　　　　　　　　

　よって， 軸が漸近線である。

　また　　

　以上から，グラフは右の図のようになる。

　変曲点は

　　　　 ， ， ，

　真数 ，分母 から関数 の定義域は　

　　

･ ･

… … …

極大

変曲点

　　 ･ ･

　　　

　 とすると　

　 とすると　

　 の増減とグラフの凹凸は右の表のように

　なる。

　ここで　

　また，ロピタルの定理により

　　　

　よって， 軸と 軸が漸近線である。

　以上から，グラフは右の図のようになる。

　変曲点は　 ，
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１

　 ； のとき最大値 ， のとき最小値

 解説

が実数解 をもつとすると または

となり，最大値または最小値をもたない。

よって，最大値と最小値をもつためには， の判別式 が負となることが

必要である。

したがって， から　

… … …

極小 極大

このとき　

　　　

の増減表は右のようになる。

また　　 ，

より， は のとき最大値と最小値をもち

最大値は ，最小値は

２

　 ， ，

 解説

， とおくと　条件から

　　　　 ，

また　

よって　

　　　　　　

　　　　　　

･

とおくと

　　　　
･

… …

極大

において， とすると

よって増減表は右のようになるから， のとき は最

大値 をとる。

であるから が最大のとき も最大となり，

このときの点 の座標は ，

また， から　

３

　 辺の長さが の正三角形

 解説

半径 の円に外接する二等辺三角形を △ と

し， とする。

また，

円の中心を とし， から辺 に垂線 を下ろ

す。

直線 と の交点を とすると， となる。

　　 ･

　　 ･

△ △ であるから， とおくと

　　 ： ：

よって　

△ の面積を とすると

　　 ･ ･ ･

　　
･ ･･

　　　
･

　　　

において， とすると　

よって，増減表は次のようになるから， のとき面積が最小となる。

… …

極小

このとき　

　　

よって， 辺の長さが の正三角形となる。

４

　略

 解説

真数の条件から　　

両辺に を掛けて　　

よって　　

であるから， の定義域は　　

ゆえに　　

　　　　　

… …

上に凸 下に凸

　　　　　

とすると　　

よって， のグラフの凹凸は右の

表のようになり，変曲点を とすると

　　　 ，

次に， のグラフを 軸方向に だけ平行移動したグラフを表す関数を

とすると　

ここで　　

ゆえに， のグラフは原点に関して対称である。

よって， のグラフは変曲点 に関して対称である。

　 変曲点を求めるまでは同じ

　曲線 上の任意の点を ， ，変曲点 に関して と対称な点を ，

　とすると　　 ，

　よって　　 　…… ①

　 ， は曲線 上にあるから

　　　　　　 　すなわち　

　①を代入すると　　

　ゆえに　　

　よって，点 は曲線 上にある。

　したがって， のグラフは変曲点 に関して対称である。
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１

　 　 ， 　　 　 ，

 解説

　

　定義域は， から　　

　 ， であるから，直線 は漸近線である。

　また　　

　よって，直線 は漸近線である。

　以上から，漸近線の方程式は　　 ，

　定義域は， から　　 ，

　定義域では，この関数は連続であるから， 軸に垂直な漸近線はない。

　また　　

　ゆえに，直線 軸 は漸近線である。

　

　ゆえに　　

　よって，直線 は漸近線である。

　以上から，漸近線の方程式は　　 ，

２

　 図

 解説

関数 の定義域は　　

であるから

，

とすると　　 ，

よって， の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

…… …… …… ……

極大 極小

また　　 ，

　　　　

ゆえに，直線 はこの曲線の漸近線である。

更に　　

よって，直線 もこの曲線の漸近線である。

以上から，グラフの概形は右図のようになる。

３

　 図

 解説

とすると， であるから，グラフは 軸に関して対称である。

　　 ･

　　　

　　

　　　

において， となる の値は， または から

　　　　

となる の値は， または から　　 ， ，

よって， における の増減，凹凸は，次の表のようになる。

… … … …

ゆえに，グラフの対称性により，求めるグラフは右図。

４

　 図

 解説

この関数の定義域は， を解いて　　

， とおくと

　　　　　 ， ， ， ， ， ，

　　　　　 ， ，

よって，曲線 ， は 軸， 軸，原点に関して対称である。

まず， ， の範囲で考える。

このとき， から　　　

のとき

　　　　　 ･ ･

　　　　　

･

… …

の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

また　　　 ，

以上により，対称性を考えて，曲線は右の図のよう

になる。
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５

　 図

 解説

， の周期はそれぞれ ， である。

， とすると， ， であるから，曲線は

軸に関して対称である。したがって， …… ① の範囲で考える。

　　　　　　 ，

①の範囲で を満たす の値は　　 ，

　　　　　 を満たす の値は　　 ，

①の範囲における の値の変化に対応した ， の値の変化は次の表のようになる。

… … … …

よって，対称性を考えると，曲線の概形は，右下の図。

　表の は の値が減少することを表す。また，

　 ， はそれぞれ の値が増加，減少することを表す。

１

　 　 ， 　　 　 ， ， 　　 　 ，

　　　 　 ，

 解説

　

　 ， であるから，直線 が漸近線。

　 ， であるから，直線 が漸近線。

　

　であるから，直線 が漸近線。

　 ， であるから，直線 が漸近線。

　 ， であるから，直線 が漸近線。

　

　　

　よって，直線 が漸近線。

　　

　　

　よって，直線 が漸近線。

　定義域は， から　　 ，

　定義域では，この関数は連続であるから， 軸に垂直な漸近線はない。

　 から

　　　

　よって，直線 は漸近線である。

　 から

　　　

　よって，直線 は漸近線である。

　以上から，漸近線の方程式は　　 ，

　 が十分大きいとき　　

　よって　　

　したがって　　 のとき　

　　　　　　　　 のとき　

　以上から， ， を計算して漸近線を求めてもよい。

２

 解説

　この関数の定義域は　

　 であるから　　

　　　　　　　　　　　　　　

　 とすると　　

… … …

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

　また　　

　　　　　

　　　　　

　であるから， 軸と直線 は漸近線である。

　したがって，グラフは右の図のようになる。

　この関数の定義域は　

　　　　　
･

　　　　　
･

　 とすると　　 ，

　 とすると　　

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

… … … …
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　また　　

　よって，直線 は漸近線である。

　 であるから

　　　　

　　　　

　よって，直線 も漸近線である。

　したがって，グラフは右の図のようになる。

３

　

 解説

　奇関数であるから，グラフは原点に関して対称である。

　　　
･

　　　
･･

　 とすると　　

　 とすると　　 ，

… … … … … …

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

　また　　 ，

　よって，直線 は漸近線である。ゆえに，グラフは 図 のようになる。

　この関数の定義域は， から　　

　奇関数であるから，グラフは原点に関して対称である。

　　　
･

　　　
･･

　 とすると　　 ，

　 とすると　　

… … … … … …

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

　 であるから　　 ， ，

　　　　　　　　　　　　 　　 ， ，

　　　　　　　　　　　　　　 ，

　よって， 直線 ， ， は漸近線である。

　ゆえに，グラフは 図 のようになる。

　この関数の定義域は， を解いて　　

　奇関数であるから，グラフは原点に関して対称である。

　 のとき

　　　　　 ･ ･

　　　　　

･

　 で， とすると　

　　　　　　　　 とすると　

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

… … … …

　また　　 ，

　したがって，グラフは右の図のようになる。

　偶関数であるから，グラフは 軸に関して対称である。

　　　　　

　　　　　 ･ ･

　 とすると　　

　 とすると　　

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

… … … …

　また　　　 ，

　よって， 軸は漸近線である。

　したがって，グラフは右の図のようになる。

４

　 図　

 解説

方程式で を ， を におき換えても は成り立つから，グラフは

軸， 軸，原点に関して対称である。

よって， ， の範囲で考えると　　 　……①

第４講　例題演習

-168-



であるから　　

のとき

　　　 ･

　　　 ･

･

とすると， では　　

また， のとき　　

における関数① の増減，凹凸は左下の表のようになる。

… …

図図更に　 ，

　　　　

よって， における関

数① のグラフは 図 のようになる。

ゆえに，対称性により，求めるグラフは 図 のようになる。

５

　 図

 解説

， の周期はそれぞれ ， である。

， とすると， ， であるから，曲線は

軸に関して対称である。

したがって， …… ①の範囲で考える。

　　　　　　 ，

①の範囲で を満たす の値は　 ，

　　　　　 を満たす の値は　 ，

①の範囲における の値の変化に対して， ， の値の変化は次の表のようになる。

… … …

対称性を考えると，曲線の概形は，右の図のようになる。 １

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

 解説

　この関数の定義域は である。

　 とすると， であるから

　　　　　 ，　

　 とすると　 ， 　　 となる の値は存在しない。

　よって， の増減やグラフの凹凸は，次の表のようになる。

… … … …

極大 極小

　また， ， であるから，

　直線 はこの曲線の漸近線である。

　さらに， ，

　であるから，直線 もこの曲線の漸近線である。

　以上から，この関数のグラフの概形は右の図のようになる。

　関数の定義域は　　

　 から　　

　ゆえに　　 ，　
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… …
　 の増減と曲線の凹凸は，右の表のようになる。

　また， ， であるから，直線

　は漸近線である。

　さらに　

　　　　　

　よって，直線 も漸近線である。

　したがって，グラフは　 図

　この関数の定義域は　

　 であるから　　

　　　　　　　　　　　　　　

　 とすると　　

… … …

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる。

　また　　

　　　　　

　　　　　

　であるから， 軸と直線 は漸近線である。

　したがって，グラフは右の図のようになる。

　関数 の定義域は， から　　 ，

　　　

　　　

･ ･

　 とすると　　 …… ①

　① の両辺を 乗すると　　

… … …

極小

　よって　　 　　　　ゆえに　　

　このうち，① を満たすものは　　

　よって， の増減，グラフの凹凸は右の表

　のようになる。

　また　　　 ，

　更に，グラフの漸近線を考えると

　 　 のとき

　　

　　

　　　　　　　

　　ゆえに，直線 は漸近線である。

　 　 のとき， とおくと　　

　　

　　

　　　　　　　

　　　　　　　

　　　　　　　

　　ゆえに，直線 は漸近線である。

　以上により，求めるグラフの概形は右図のようになる。

２

　 　図 　　 　 図

 解説

　 とすると， であるから，グラフは 軸に関して対称である。

　　 ･

　　
･･

　　　

　 とすると　　

　 とすると　　 　　　　よって　　

… …

変曲点

　 における の増減，グラフの凹凸は右

　の表のようになる。

　また， であるから

　　　　

　グラフの対称性を考慮すると，求めるグラフは

　図 。

　 とすると， であるから，グラフは原点に関して対称である。

　　

　　

　 とすると， であるから　　

　 とすると　　 ， 　　　ゆえに　　 ，

　 における の増減表は次のようになる。

… … …

極小 極大

　よって，グラフの対称性により，求めるグラフは 図 。

３

　 　 図　　 　図
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 解説

　この関数の定義域は， を解いて　　

　 ， とおくと　　 ， ，

　よって，曲線 ， は 軸に関して対称である。

　 から　　

　まず， のグラフを調べる。

　 のとき　　 ･ ･

　　　　　　　　　 ･

･

　 の増減とグラフの凹凸は，次の表のようになる｡

… …

　また　　

　以上により，対称性を考えて，曲線は右の図のよ

　うになる。

　 ， とおくと

　　　　　　　 ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　 ， ，

　よって，曲線 ， は 軸， 軸，原点に関して対称である。

　まず， ， の範囲で考える。

　 から　　 　　　　ゆえに　　

　 ， であるから　　

　　　　

･ ･

　　　 ･

　 のとき ， であるから， は単調

　に増加し，グラフは上に凸である。

　また　　 ，

　よって，直線 は漸近線である。

　以上により，対称性を考えて，曲線は右の図のよ

　うになる。

４

　 　図 　　 　 図

 解説

， とする。

　 ， の周期はそれぞれ ， である。

　 ， であるから，曲線は 軸に関して対称である。

　したがって， …… ①の範囲で考える。

　また　　 ，

　① の範囲で を満たす の値は　　

　 を満たす の値は， から

　　　　　 ， ， ， 　すなわち　 ， ， ，

　① の範囲における の値の変化に対応した ， の値の変化は次の表のようになる。

… … … …

，

＝

＝

　また，① の範囲で となるのは，

　 の他に ， の場合があり

　　　 ， のとき　　 ， ，

　よって，対称性を考えると，曲線の概形は右の図の

　ようになる。

　 ， の周期はともに である。

　 ， であるから，曲線は 軸に関して対称である。

　よって， …… ① の範囲で考える。

　

　

　　　

　①の範囲で を満たす の値は　　 ， ，

　　　　　　 を満たす の値は　　 ，

　①の範囲における の値の変化に対応した ， の値の変化は次の表のようになる。

… … … …

＝

　よって，対称性を考えると，曲線の概形は右下の

　図のようになる。

　この問題の解答における増減表の ， ，

　 ， は，次のことを表す。

　　 ： の値が増加する　　 ： の値が減少する

　　 ： の値が増加する　　 ： の値が減少する
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１

　 　略　　 　直線 　　 　 図

 解説

　

　よって，すべての実数 について　　

　ゆえに， は単調に増加する。

　また　　 ，

　したがって，方程式 はただ つの実数解をもち，その実数解 は

　を満たす。

　

　よって　　　

　同様にして　

　ゆえに，曲線 の漸近線は　　直線

　
･

　　　　

　 とすると， から　　 ，

… … …

極大

　 であるから， の増減表は次のようになる。

　また　　

　 の結果も考慮すると， のグラフは右の

　ようになる。

２

　 　図

　　　 　 ，

　　　　 ，グラフは 図

 解説

　 であるから　 　よって　

　このとき， であるから，求めるグラフは と

　 をあわせたものである。

　まず， 　…… ① のグラフについて考える。

　 のとき　 ，

　よって，原点 ， と点 ， ， ， を通る。

　① から　 ･

　また，関数① のグラフは原点に関して対称である。

　よって，①について， の増減表は次のようになる。

… … … …

極小 極大

　また　

　 のグラフは， 軸に関して① の

　グラフと対称である。

したがって，求めるグラフは右の図のようになる。

　 から

　 ･

　

　同様にして　

　

　 のとき　 　　ゆえに， とすると　

… …

極大

　よって， に関する の増減表は次のようになる。

　したがって， の概形は，右の図のようになる。

３

　 　略　　 　図

 解説

　 ，

　よって，点 ， が曲線 上にあれば点 ， も 上にある。

　ゆえに，曲線 は 軸に関して対称である。

　 　　 とすると， のとき　

　よって， の増減表は次のようになる。

… …

　また，

　 とすると， であるから　

　 かつ を満たす を とする。
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　 であるから　

　よって， と の増減表は次のようになる。

… … … …

極小 極大

　 のとき　

　 のとき　

　したがって，求める曲線の概形は，

　右の図のようになる。

１

　略　

 解説

とおくと

　　　　　

のとき であるから　　

ゆえに， は で単調に増加する。

また　　　

よって， のとき　　

したがって　　

２

　略

 解説

とすると

… …

極小

　　　　 ，

における の増減表は右のようになり，

で極小かつ最小となる。

　　　　

　　　　　　　　

よって， のとき　　

ゆえに， は で増加する。

よって， のとき　　

すなわち　　

３

　略

 解説

のとき

　　

であるから， を示せばよい。

とすると　　

とすると

　　 ･

のとき であるから， は で減少する。

であるから， のとき　　

よって　　

ゆえに， は で減少する。

したがって， のとき ，すなわち が成り立つ。

よって， のとき　　

４

　 個　

 解説

とすると　　

とすると　　

… …
の増減表は右のようになる。

また

　　 ，

よって， のグラフと 軸との共有点は

個であるから，方程式 の異なる実数解は 個である。

５

　 のとき 個， のとき 個， のとき 個

 解説

から　　

は方程式の解ではないから， であり

　　　　　　　　　　　　

よって，方程式の異なる実数解の個数は，関数 …… ① のグラフと直線

の共有点の個数に一致する。

①について　　
･

とすると　　 ，

①の増減表は次のようになる。

… … … …

また　　 ，

　　　　 ，

よって，① のグラフは右の図のようになる。

このグラフと直線 との共有点の個数を調べて，

求める実数解の個数は

　　　　 のとき 個， のとき 個， のとき 個

６

　

 解説
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のとき，不等式 は と同値である。

とすると

… …

極大

　　　

･ ･

とすると　　

ゆえに　　

における の増減表は右のようになる。

よって， は で極大かつ最大で，最大値は

である。

すべての正の数 について不等式が成り立つための必要

十分条件は， の値が の最大値と等しいか，または

最大値より大きいことであるから

　　　　　　　　　　　

７

　 のとき 本； ， のとき 本； のとき 本

 解説

… …

から　　

よって，曲線上の点 ， における接線 の方程式は

　 　すなわち　

この接線 が点 ， を通るとき　　

ここで， とすると

　　　　

とすると　　

の増減表は右のようになる。

また　 ，

　　　

ゆえに， のグラフの概形は右図のようになる。

のグラフから，接点が異なれば接線も異なる。

よって， を満たす実数解の個数が，接線の本数

に一致するから，求める接線の本数は

　　 のとき 本； ， のとき 本；

　　 のとき 本

１

　略　　

 解説

… …

極小

　 とすると　　

　 のとき， とすると　　

　 の増減表は右のようになり， で最小値 を

　とる。

　よって， のとき　　

　すなわち　　

　 とすると， のとき

　　　　

　　　　　　

　　　　　　

　よって， は で増加する。

　 であるから， のとき　　

　すなわち　　

　 とすると

　

のとき　　 　　　　よって， は で増加する。

ゆえに， のとき　　

したがって， のとき　　

　 とすると　　

　 のとき　　

　よって， は で増加する。

　ゆえに， のとき　　

　したがって， のとき　　

… …

　 とすると

　　　

　 とすると　　

　 における の増減表は右のようになる。

　よって， における の最小値は　　

　 であるから， のとき　　

　したがって， のとき　　

２

　 　略　　 　略　　 　略　　 　略

 解説

　 とすると　　 ，

　 のとき， より　　

　よって， において　　

　ゆえに， において は単調に増加する。

　これと から， において　　

　よって， において は単調に増加する。

　これと， から， において　　

　したがって， のとき　　

　 とおくと

　　　　　

　　　　　

　 のとき であるから， は で単調に増加する。

　また　　　

　よって， のとき　　

　ゆえに， は で単調に増加する。

　また　　　

　よって， のとき　　

　したがって　　

　 とおくと

　　　 ，

　 を整数とすると　　 のとき　

　　　　　　　　　　　 のとき　

　よって， は単調に増加する。

　 であるから， のとき　　

　よって， は で単調に増加する。

　 であるから， のとき　　

　したがって， のとき　　

　 とおくと

　　　　　

　 のとき であるから， は で単調に増加する。

　 であるから， のとき　　

　ゆえに　　 　……①

　 とおくと
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　 のとき であるから， は で単調に増加する。

　 であるから， のとき　　

　よって， は で単調に増加する。

　 であるから， のとき　　

　ゆえに　　 　…… ②

　①，② から， のとき　　

３

　略

 解説

のとき，不等式の各辺を で割って

　　　　 …… ①

ここで， とすると

　　　　

とすると

　　　　

のとき， であるから　　

よって， は で単調に減少する。

また， であるから， において　　 　すなわち　

よって， は において単調に減少する。

ゆえに， のとき　　

すなわち，不等式① が成り立つから，与えられた不等式は成り立つ。

４

　 　 個　　 　 個

 解説

… …

　 とすると　　

　 とすると　　

　 の増減表は右のようになる。

　また　　 ，

　よって， のグラフと 軸との共有点は 個であるから，方程式

　すなわち の実数解は　 個

　 とすると　　

　 を整数とすると　　 のとき　

　　　　　　　　　　　 のとき　

　よって， は単調に増加する。

　また　　 ，

　したがって， のグラフと 軸との共有点は 個であるから，方程式

　すなわち の異なる実数解の個数は　 個

５

　 　 のとき 個， のとき 個， のとき 個

　　　 　 のとき 個， のとき 個， のとき 個，

　　　　 のとき 個

　　　 　 のとき 個； ， のとき 個；

　　　　 のとき 個

 解説

　 は方程式の解ではないから　　

　よって，実数解の個数は，関数 ……① のグラフと直線 との共有点

　の個数に等しい。

　① について　　 ･
･ ･

… … …

　 の増減表は次のようになる。

　また　　 ，

　　　　　 ，

　よって，①のグラフは右図のようになる。

　直線 との共有点の個数を調べて，実数解の個数は

　　　　　 のとき 個，　 のとき 個，　 のとき 個

　

　よって，実数解の個数は，関数 …… ① のグラフと直線 との共有

　点の個数に等しい。

　① の定義域は であり　　　

… …

　 の増減表は次のようになる。

　また　　

　よって，①のグラフは右図のようになる。

　直線 との共有点の個数を調べて，実数解の

　個数は　　 のとき 個，　 のとき 個，

　　　　　　 のとき 個，　 のとき 個

　

　よって，実数解の個数は，関数 ……① のグラフと直線 との共

　有点の個数に等しい。

　①について　　

… …

　 の増減表は次のようになる。

　また　　

　　　　　

　　　　　　　　 とおく

　　　　　　　　

　　　　　　　　 ･ を利用

　　　　　　　　

　よって，① のグラフは右図のようになる。

　直線 との共有点の個数を調べて，実数の個数は

　　　　　 のとき 個

　　　　　 ， のとき 個

　　　　　 のとき 個

６

　

 解説

であるから，与えられた不等式は

　　　　　　　 　…… ①

と同値である。

とすると　　
･ ･

… …
とすると　

の増減表は右のようになる。

よって， は で最小値 をとる。

したがって，すべての正の数 に対して，不等式①

が成り立つような の値の範囲は

　　　　　　　

７

　 のとき 本； ， のとき 本； のとき 本
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 解説

から　　

よって，曲線 上の点 ， における接線の方程式は

　　　　 　すなわち　

この接線が点 ， を通るとき　　

したがって　　

… …
ここで， とすると

　　　　 ･

とすると　　

の増減表は右のようになる。

また　　 ，

　　　　

ゆえに， のグラフの概形は右図のようになる。

のグラフから，接点が異なれば接線も異な

る。

よって， を満たす実数解の個数が，接線の本数

に一致するから，求める接線の本数は

　　　 のとき 本； ， のとき 本；

　　　 のとき 本

１

　 　略　　 　略　 　略

 解説

　 とおくと

　　　　　 ･
･ ･

･

　 のとき であるから， は で単調に増加する。

　また　　　

　よって， のとき　　

　したがって　　

　 とすると　　 ，

　 が整数のとき， ならば　

　　　　　　　　　 ならば　

　よって， は増加関数である。

　ゆえに， のとき　　

　よって， は で増加する。

　ゆえに， のとき　　

　したがって　　 　…… ①

　次に， とすると

　　　　　 ，

　ゆえに， のとき　　

　よって， は で増加する。

　ゆえに， のとき　　

　よって， は で増加する。

　ゆえに， のとき　　

　したがって　　 　…… ②

　①，②から，与えられた不等式は成り立つ。

　 とすると

　　　

　　　

　 のとき　　

　よって， は で増加するから， のとき　　

　よって， は で増加するから， のとき　　

　したがって， のとき　　

２

　略

 解説

与えられた不等式の各辺を で割ると

であり， とおくと　　

… …

極小

ゆえに，不等式は　　 …… ①

とおくと　　

とすると　　

における の増減表は，右のようになる。

よって， のとき　　

次に， とおくと　　 ･

と同様に， は で極小かつ最小で　　

よって， のとき　　

以上から，① が成り立ち，与えられた不等式は成り立つ。

３

　 　 のとき 個， のとき 個， のとき 個，

　　　　 のとき 個

　　　 　 のとき 個， のとき 個， のとき 個

　　　 　 のとき 個， のとき 個， のとき 個

　　　 　 のとき 個； ， のとき 個；

　　　　 ， のとき 個； のとき 個

 解説

… …

極小

　与えられた方程式より　　

　 とすると　　

　 とすると　　

　 の増減表は右のようになる。

　また　　 ，

　よって， のグラフは右の図のようになる。

　このグラフと直線 の共有点の個数は，求める実

　数解の個数と一致する。

　したがって　　 のとき　　 　 個

　　　　　　　　 のとき　　 　 個

　　　　　　　　 のとき　　 個

　　　　　　　　 のとき　　　　　 個

　与えられた方程式から　　

　この方程式は を解にもたないから，次の方程式と解が一致する。

　　　

　 とすると
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… … … …

極小

　　　
･

　　　　　

　 とすると　　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　また　　 ， ， ，

　よって， のグラフは右の図のようになる。

　このグラフと直線 の共有点の個数は，求める実

　数解の個数と一致する。

　したがって　　 のとき　　 個

　　　　　　　　 のとき　　 個

　　　　　　　　 のとき　　 個

　 は方程式の解ではないから　　

　よって，求める実数解の個数は，関数 …… ① のグラフと直線 との

　共有点の個数に等しい。

… … … …

　① について　　
･

　　　　　　　　　

　 とすると　　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　また　　 ，　

　　　　 ，

　よって，① のグラフは図のようになる。

　直線 との共有点の個数を調べると，求める

　実数解の個数は

　　　　　 のとき 個，

　　　　　 のとき 個，

　　　　　 のとき 個

　

　よって，求める実数解の個数は，関数 ……① のグラフと直線

　との共有点の個数に等しい。

… … …
　① について　　　 ･

　　　　　　　　　　

　 とすると　　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　また　　 ，

　よって，①のグラフは図のようになる。

　直線 との共有点の個数を調べると，求める

　実数解の個数は

　　　　　 のとき 個；

　　　　　 ， のとき 個；

　　　　　 ， のとき 個；

　　　　　 のとき 個

４

　

 解説

であるから，与えられた不等式は と同値である。

とおくと

　　　

･ ･

　　　　 　

… …

極大

よって， とすると　　

における の増減表は右のようになる。

ゆえに， は のとき極大かつ最大となり，

最大値は　

よって，不等式が成り立つための条件は　　

したがって， の最小値は　　

５

　 　 ， 　　 　

　　　 　接線の方程式，接点の座標の順に

　　　　 ， ， ，　　 ， ，

　　　 　 のとき 本， ， のとき 本， のとき 本，

　　　　 のとき 本

 解説

　 より　　 ･

　　　　　　　　　　 ･

　 とすると　　

　　　　　 のとき　 ，　　 のとき　

　よって，曲線 は で上に凸であり， で下に凸である。

　 のとき　　

　よって，変曲点の座標は　　 ，

　点 ， における曲線 の接線の方程式は

　　　　　

　よって　 　…… ①

　① が点 ， を通るとき　　 ･

　よって　　 　　　　 であるから　　

　よって　　 　　　　　ゆえに　　 ，

　 のとき　　接線の方程式は　 ，　接点の座標は　 ，

　 のとき　 接線の方程式は　 ，　接点の座標は　 ，

　① が点 ， を通るとき　　 　…… ②

　点 ， から曲線 に引ける接線の本数は， の方程式 ②の実数解の個数に一致する。

　 とすると　　 ･

… … …
　 とすると　　 ，

　 の増減表は右のようになる。

　 であるから， のグラフの概形

　は，右図のようになる。

　②の実数解 の個数は， のグラフと

　直線 の共有点の個数であるから，求める

　接線の本数は

　　　 のとき　 本

　　　 ， のとき　 本

　　　 のとき　 本

　　　 のとき　　 本
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１

　略

 解説

とおくと

　　　 ， ，

よって， のとき より， は単調に増加し， であるから

　　　　　　　　　　　　

ゆえに， のとき は単調に増加し， であるから　　

したがって， のとき は単調に増加し， であるから　　

以上から， のとき　　 　…… ①

次に， とおくと

　　　 ，

のとき，①から　　

よって， のとき は単調に増加し， であるから　　

したがって， のとき は単調に増加し， であるから　　

以上から， のとき　　 　…… ②

①，② から　　

２

　 　 ， のとき 個； ， のとき 個；

　　　　 のとき 個

　　　 　 ， のとき 本； ， のとき 本；

　　　　 のとき 本

 解説

　 とすると　　

　 とすると　　 ， 　すなわち　

　 から　　 　　　　 から　　

　また， であるから　　 ，

　よって， の増減表は左下のようになり， のグラフは右下の図のようにな

… … …

極小 極大

　る。

　方程式 の実数解の個数は， の

　グラフと直線 との共有点の個数を調べて

　　　 ， のとき 個；

　　　 ， のとき 個；

　　　 のとき 個

　 とし，曲線 上の接点を ， とする。

　 から，接線の方程式は　　

　この直線が点 ， を通るから　　 　……①

　ここで　　 ， ，

　よって，曲線 は，原点に関して対称で，

　単調に増加し， で より上に凸，

　で より下に凸であるから，曲線

　上の接線について，接点が異なれば接線も異なる。

　よって， の方程式 ①の実数解の個数が接線の本数

　に一致するから， より

　　　　　 ， のとき 本；

　　　　　 ， のとき 本；

　　　　　 のとき 本
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１

　 　 ， 　　 　速さ ，加速度の大きさ

 解説

　 ･

　　 ･

　 を代入して　　 ，

　 ， ，

　　 ， ，

　よって　　

　　　　　　　 ･

　　　　　　

　　　　　　　　 ･

　したがって　　速さ ，加速度の大きさ

２

　 　 ア 　 　　 イ　 　　 　

 解説

　 ア　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　 のとき， であるから

　　　　　　　 ･

　イ 　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　ゆえに　　

　 ア　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　ゆえに　　

　イ 　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　ゆえに　　

　

　 とすると　　

　よって　　 ，

　ゆえに　　 ･

　　　　　　　　　 ･

　　　　　　　　　

３

　 　 　　 　 で単調に減少し， で単調に増加する

　　　 　略　　 　略

 解説

　真数条件から　　

　このとき　　

　 とすると　　

… …

　 における の増減表は次のようになる。

　よって， は， で単調に減少し， で単調に増加する。

　 から， のとき　　

　 であるから　　

　よって， のとき　　

　 について考えるから， としてよい。

　このとき， から　　

　よって　　

　 であるから　　

４

　 　略　　 　

 解説

　 とおく．

　　

　　

　　

　ゆえに， は単調に増加する．

　 であるから， のとき　

　よって， は において単調に増加する．

　 であるから， のとき　

　よって， は において単調に増加する．

　 であるから， のとき　

　すなわち　 　…… ①

　 のとき であるから　 　…… ②

　①，②から　

　 より， ， ，……， のとき　

　よって　 ･

　ゆえに　

　ここで　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　

　よって，はさみうちの原理から　

５

　 　略　　 　略　　 　

 解説

　 とおく。

　　　　

　 のとき　　

… …　よって， の増減表は右のようになる。

　ゆえに， は で最小値 をとる。

　したがって， のとき，

　すなわち が成り立つ。

　 とおく。　　

　よって， のとき， より， は において単調に増加する。

　このことと， より， のとき すなわち が成

　り立つ。

　すべての自然数 に対し であるから，両辺の自然対数をとると

　　　　 ……

　ここで， と の不等式を用いると， のとき

　　　　

　が成り立つから， とおくと　　

　ゆえに　　

　ここで　　 ･ ･

　　　　　　　　　　　　 　

　また　　
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　よって， ，

　であるから，はさみうちの原理により　　

　したがって　　

６

　 　 で極大値 ，極小値はない

　　　 　 図

　　　 　

 解説

　 から　　

　 のとき　　 　　　　すなわち　　

… …
　よって， における の増減表は

　右のようになる。

　ゆえに， は で極大値 をとる。

　極小値はない。

　 ， であるから，

　 のグラフは右の図のようになる。

　 の増減表から， は の範囲で単

　調に減少する。

　これと より　　

　すなわち　　

　よって　　　

　すなわち　　

　底 は より大きいから　　

７

　 　 のとき極大値 　　 　略

 解説

　 であるから， である。

　 の両辺の自然対数をとると　　

　両辺を で微分すると　　

　したがって　　 ･

　 とすると， から　　

… …
　 の増減表は右のようになる。

　したがって， は のとき極大値 を

　とる。

　 より，関数 は で単調に減少

　し， であるから

　　 　すなわち　

８

　

 解説

…… ① は のとき成り立つ．

の範囲で ① の両辺の対数をとると　

したがって， ……② と変形される．

とおくと　
･

とすると　

… …

極大

での の増減表は右のようになる．

したがって， の最大値は である．

よって，②が の範囲で常に成り立つための条件は

　　　　　 　すなわち　

これが求める の値の範囲である．

９

　証明略，

 解説

　　

　　　　

　　

　　　　

とすると 　

であるから　　 　 ， ，……

以下では， は自然数とする。

のとき　　 　　　ゆえに　　

のとき　 　　　ゆえに　　

よって， のとき極小値をとるから　　

ここで　　

よって，数列 は初項 ，公比 の等比数列である。

公比 は であるから，無限等比級数 は収束し，その和は

　　　　　

10

　 　略　　 　略　　 　

 解説

　 とする。　

　 のとき， であるから　　

　よって， は で単調に増加する。

　さらに， であるから， のとき　　 　すなわち　

　以下， とする。

　 …… ……① が成り立つことを に関する数学的帰

　納法を用いて証明する。

　 　 のとき

　　① は　　

　　 から，この不等式は成り立つ。

　 　 のとき，①が成り立つと仮定すると

　　　　　 ……

　　 …… とおくと

　　　　　 ……

　　　　　　　 ……

　　よって， は単調に増加する。

　　 であるから　　

　　すなわち　　 ……

　　よって， のときも① は成り立つ。

　 ， から，すべての自然数 に対して ① は成り立つ。

　したがって， のとき …… が成り立つ。

　 のとき， から　　 ……

　よって　　 　　　　ゆえに　　

　 であるから，はさみうちの原理により　　
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１

　 　 のとき ， ； のとき ，

　　　 　速さ，加速度の大きさの順に

　　　①　 ， 　　②　 ， 　　③　 ，

　　　④　 ，

 解説

　 ……①， …… ②

　 とすると　　

　ゆえに　　 　　　　よって　　 ， ，

　 で点 が原点に戻るのは ， のときである。

　したがって，①，②から

　　　 のとき　 ･ ･ ， ･

　　　 のとき　 ･ ･ ， ･

　①　 ， であるから　　 　

　　　 ， であるから　 　

　　②　 ， であるから　 　

　　　 ， であるから　　

　　③　 ， であるから

　　　

　　　 ， であるから

　　　

　　④　 ， ， であるから

　　　

　　　 ， であるから

　　　

２

　 　 ア 　 　　 イ 　 　　 ウ 　 　　 エ 　

　　　 　 ア 　 　　イ 　 　　 ウ　 　　 エ　

 解説

　 ア　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　ゆえに　　

　 　 とすると　　

　　　　　　　 ，

　　よって　　

　 イ 　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　 であるから

　　　　　　　 ･

　 　 とすると　　

　　　　　　　 ，

　　よって　　

　 ウ 　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　ゆえに　　

　 エ 　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　 のとき であるから

　　　　　　　 ･

　 　 とすると　　

　　　　　　　 ，

　　よって　　

　 ア 　

　　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　ゆえに　　 ･

　　　　　　　　　　 ･

　　　　　　　　　　

　 　 とすると　　

　　　　　　　 ，

　　よって　　 ･

　　　　　　　　　　　　　　 ･

　イ 　

　　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　ゆえに　　 ･

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　 　 とすると　　

　　　　　　　 ，

　　よって　　 ･

　　　　　　　　　　　　　　 ･

　ウ 　

　　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　ゆえに　　 ･

　　　　　　　　　　　 ･

　　よって　　

　 　 とすると　　

　　　　　　　 ，

　　よって　　 ･

　　　　　　　　　　　　 ･

　エ 　

　　 とすると　　

　　よって　　 ，

　　ゆえに　　 ･
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　　　　　　　　　　　　　 ･

　　よって　　

　 　 とすると　　

　　　　　　　 ，

　　よって　　 ･

　　　　　　　　　　　　　　

３

　 　略　　 　略

 解説

　 とおくと

… …

極小

　　　　　

　 とすると　　

　 における の増減表は右のようになる。

　また　　

　よって， のとき， すなわち が成り立つ。

　 のときを考えるから， の範囲で考える。

　 のとき， であるから， より　　

　両辺に を掛けると　　

　 であるから，はさみうちの原理により　　

４

　 　略　　 　

 解説

　 とおくと　　

　 のとき　　

　よって， は において単調に増加する。

　このことと， から， のとき　　

　したがって， のとき　　

　 とおくと　　

　 のとき　　

　よって， は において単調に増加する。

　このことと， から， のとき　　

　したがって， のとき　　

　以上から， のとき　　

　 ， であるから　　

　よって， の不等式の を としても不等式は成り立つから

　　　　　

　辺々を ， ，……， まで足し合わせると

　　　　　

　よって　

　ここで　　 ･

　　　　　　 ･

　よって　　

　　　　　　

　ゆえに，はさみうちの原理により　　

５

　 　略　　 　

 解説

　 とおくと

　　　 　

　 のとき， であるから　　

　よって， は において単調に増加する。

　また， であるから　　

　ゆえに　　

　 とおくと　　

　 のとき， であるから　　

　よって， は において単調に増加する。

　また， であるから　　 　　　　ゆえに　　

　したがって， のとき　　

　 は自然数 のとき　　

　よって　　

　ゆえに， …… の両辺は正であるから，自然対数

　をとると　　

　ここで， であるから， より

　　　　　　

　したがって

　　　　　　

　

　　　　　　　　　　　　 ･ ･

　よって　　

　　　　　

　 ･

　よって　　

　ゆえに，はさみうちの原理から　　

　すなわち　　

　したがって　　

６

　 　 図　　 　略　　 　略

 解説

　真数は正であるから　　

　　　　　

　 とすると　　

　よって， の増減表は左下のようになる。

　また　　 ，

　ゆえに， のグラフの概形は右下の図のようになる。
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… …

　 より， は で単調に減少する。

　 であるから　　 　　　　すなわち　　

　両辺に を掛けて　　 　　　　よって　　

　底 は より大きいから　　

　 より， は で単調に増加する。

　 より であるから　　

　すなわち　　

　両辺に を掛けて　　

　よって　　

　底 は より大きいから　　

７

　略

 解説

であるから，関数 の増減について調べる。

の両辺の自然対数をとると　　

両辺を で微分すると　　

… …

極大

よって　　

とすると　　

ゆえに， の増減表は右のようになる。

の範囲において は単調に増加し，さらに

であるから　　

すなわち　　

８

　 または のとき 個，

　　　 のとき 個，

　　　 のとき 個

 解説

のとき　 ， ，関数 は単調に減少．

　ゆえに，関数 のグラフと直線 の共有点の個数は 個．

のとき　 とおくと，

　ゆえに，増減表は次のようになる．

… …

極小

　ここで　 ，

　ここで， とおくと，

　 のとき であるから　

　

　よって， は のとき最小値

　 をとる．

　したがって，

　共有点が 個 最小値が

　共有点が 個 最小値が負

　　　　　　　

　共有点が 個 最小値が正

　　　　　　　

以上から，共有点の個数は，

または のとき 個，

のとき 個，

のとき 個

９

　証明略，

 解説

とすると 　

であるから　　 　 ， ，……

以下では， は自然数とする。

のとき　　 　　　ゆえに　　

のとき　　 　　　ゆえに　　

ゆえに， のとき極大値をとるから　　

このとき　　

よって， は初項 ，公比 の等比数列である。

公比 は であるから，無限等比級数 は収束し，その和は

　　　　　　 ･

10

　 　略　　 　

　　　 　 で最大値 ，変曲点の 座標は

 解説

　 とおく。

　すべての自然数 に対して， のとき が成り立つことを数学的帰納法に

　より示す。

　 　 のとき

　　 であるから　　 　　　　 より　　

　　よって， は単調に増加する。

　　このことと， より， のとき が成り立つ。

　　よって， のときは成り立つ。

　 　 のとき

　　 が成り立つと仮定する。

　　 であるから　　

　　ここで，仮定より が成り立つので， となり， は単調に

　　増加する。

　　このことと より， のとき が成り立つ。

　　したがって， のときも成り立つ。

　 ， から，すべての自然数 に対して， のとき すなわち

　が成り立つ。

　 より， のとき， が成り立つから， のとき，

　 　が成り立つ。

　 であるから，はさみうちの原理により　　

　 より， のとき

　　

　　

　　　　

　 であるから， のとき　　
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… …
　よって， の増減表は右のようになる。

　したがって， の範囲における の

　最大値は　　

　また， のとき

　　　　

　　　　

　　　　

　 であるから　　

　 のとき， であるから， の符号は

　の符号により決まる。

　また， であるから， と は相異なる実数である。

　したがって， の符号は， の前後で正

　から負に変わり， の前後で負から正に変わる。

　よって， の変曲点の 座標は　　

１

　 ア 　 　　イ 　 　　 ウ　

 解説

であるから，点 は曲線
ア

上を

動く。

また　 ， ，

　　　 ， ，

であるから， とおくと

　　

であるから， のとき， は最大値
イ

をとる。

また　

よって　

であるから， のとき， は最小値
ウ

をとる。

２

　 　 　　 　略

 解説

　 と 軸の正の部分 とのなす角を とする。

　出発してから 秒後の位置を ， とし， とすると

　　　　　　　　　　　　

　よって　　　 ，

　したがって， の速度ベクトル ，加速度ベクトル は， ， の成分をそれ

　ぞれ で微分して

　　　　　　 ，

　　　　　　 ，

　よって　　

　　　 ･

　　　　　

　よって　　 ･ 　かつ　 ，

　したがって　　

３

　 　 　　 　 秒 　　 　 秒

 解説

　 秒後の水量について　　

　よって　 　　　　 であるから　

　改めて 秒後の水面の高さを とすると

　　　　　 　　　　　整理して　

　この両辺を で微分すると　　

　 より， のとき であるから　　 ･

　よって　　 秒

　 秒後の水面の面積を とすると　　

　これを で微分して　　 ･

　 より， のとき であるから　　 ･ 秒

４

　 　 　　 　 　　 　 ， 　　 　 ， ，

 解説

　

　よって　　

　

　

･

　よって， が に十分近いとき

　　　　 ･

　したがって　　 ，

　 が に十分近いとき， から　　

　よって　 　　　　ゆえに　 ，

　 の結果から， が に十分近いとき　　

　積分すると　　 　 は積分定数

　 から　 　　　　よって　

　したがって　　 ， ，

５

　 　略　　 　略

　　　 　 のとき 個； ， のとき 個； のとき 個

 解説

　 とおくと　　
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… …
　 とすると　　

　よって　　

　 の増減表は右のようになる。

　ゆえに， は で最小値 をとる。

　したがって， のとき， すなわち が成り立つ。

　 において， より　　

　各辺を で割ると　　

　 であるから　　

　 ……① とする。

　 であるから，① より　　

　よって，① の両辺の自然対数をとると　　

　すなわち　　 　　　　よって　　 　……②

　求める実数解の個数は，② の異なる実数解の個数と一致する。

　 とおくと　　
･ ･

… …
　 とすると， から

　　　　　　

　 の増減表は右のようになる。

　また　　　

　 より　　

　よって， のグラフは右の図のようになる。

　② の異なる実数解の個数は， のグラフと

　直線 の共有点の個数と一致する。

　　　　　 のとき　 個

　　　　　 ， のとき　 個

　　　　　 のとき　 個

６

　証明略，

 解説

前半 　 とおくと

　　　

　ゆえに， のとき　　

　よって， は で単調に増加する。

　このことと， から， のとき　　

　ゆえに， のとき　　 　……①

後半 　 であるから， とする。

　このとき，① および ， であることから

　　　　　　　

　 ･ であり，

　 ， であるから　　

　したがって　　

７

　 　 で最大値 　　 　 ，

 解説

　
･ ･

　 とすると　　 　　　　よって　

… …
　 における の増減表は右のようになる。

　ゆえに， は で最大値 をとる。

　自然数 が ……① を満たすとき，

　両辺の自然対数をとると

　　　　　

　両辺を で割ると　　 　……②

　すなわち，① は と同値である。

　 の増減表から， は で増加し， で減少する。

　よって， のとき，不等式② は成り立たない。

　したがって， であることが必要である。

　 は自然数であり， …… であるから　　 ，

　 　 のとき

　　 ① の左辺 ，　 ①の右辺

　　よって，不等式 ①は成り立つ。

　 　 のとき

　　 ① の左辺 ，　 ①の右辺

　　よって，不等式 ①は成り立つ。

　 ， から，求める自然数 は　　 ，

　 　 は，次のように考えてもよい。

　　 のとき， であり　　

　　 は において増加するから　　

　　よって，② すなわち ①が成り立つ。

　　なお， の のときは， であるから，この方法は使えない。

　　解答のように， を代入して調べるのがよい。

８

　略

 解説

の両辺の自然対数をとると　　

両辺を で微分すると　　
･

よって　　

のとき であるから　　

したがって， は において単調に減少する。

よって， のとき　　

両辺を 乗すると　　

９

　

 解説

とおき， における増減を調べる。

　　　　

この分子を とおくと

　　　　 ･

　　　　　　

のとき であるから， は において単調に減少する。

よって， のとき

　　　　 　すなわち　

よって， であるから　　

ゆえに， は において単調に増加する。

したがって， のとき

　　　　 　すなわち　

，

，

　 とおくと

　　　　　 ，

　 のとき であるから， の

　グラフはこの区間で下に凸である。

　 すなわち は点 ， と

　点 ， を通る直線の傾きであり，図からもこの

　傾きが単調に増加することがわかる。

10

　 　 　　 　略

　　　 　順に ， ，

 解説

　 から
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･

　 とおく。

　 のとき， ， であるから， の符号は の符号に一致する。

　　　

　 のとき， であるから　　

　よって， で は単調に減少し， であるから，

　 のとき　　 　　　すなわち　　

　よって， で は単調に減少する。

　ゆえに， のとき　　

　すなわち　　

　 ， ， とおくと

　　　 ･ ， ･

　　　 ･

　 から　　　

　よって　　　

　すなわち　　 　　　ゆえに　　　

　したがって，大きい方から順に　　 ， ，

11

　 　略

　　　 　 ， のとき　 本， のとき　 本，

　　　　　 のとき　 本， のとき　 本

 解説

　 とおくと

　　　 ， ，

　 のとき であるから， は単調に増加する。

　 であるから， のとき　　

　よって， は単調に増加する。

　 であるから， のとき　　

　ゆえに， は単調に増加する。

　 であるから， のとき　　

　したがって， のとき　　

　 とおくと

　　　

　 のとき であるから， は単調に減少する。

　 であるから　　

　よって　　

　両辺に を掛けて　　

　 であるから，接点の座標を ， とおくと，接線の方程式

　は　　

　すなわち　　　

　これが点 ， を通るとき　　 　…… ①

… … …

　求める接線の本数は， についての方程式 ①の実数解の個数に等しい。

　 とおくと

　　　

　 とすると　　 ，

　よって， の増減表は右のようになる。

　ここで， とおくと

　　　　

　 のとき， で示した不等式から　　

　よって　　

　 であるから，はさみうちの原理によ

　り　　

　ゆえに　　

　また　　　

　したがって， のグラフは右の図のようになる。

　よって，求める接線の本数は

　　　 ， のとき　　 本

　　　 のとき　　　　　 本

　　　 のとき　　　 本

　　　 のとき　　　　　　　 本

12

　 　 　　 　 　　 　

 解説

　 から

　　　　　　

　 は で極大となるから　　

　よって　　 　　　　すなわち　　

　ゆえに　　

　逆に， のとき　　

　　　　　　

　　　　　　　　 　…… ①

　 の前後で の符号が正から負に変わるから， は で極大となり，

　 は条件を満たす。

　したがって　　

　① から， は整数 すなわち の前後で， の符号が正

　から負に変わるから， は で極大となる。

　よって， ， ， ，…… であるから

　　　　　

　 ･

　 であるから， は収束し

　　　　　 ･

13

　 　略　　 　略

 解説

　 とおくと

　　　　　　

　　　　 　　　　

　　　　　　

　 のとき であるから， は単調に減少する。

　また　　

　したがって　

　よって， は単調に増加する。　　　また　

　ゆえに， のとき である。

　よって， のとき が成り立つ。

　自然数 に対して　 …… ①　とする。

　 　 のとき　　左辺 ， 右辺

　　よって，左辺 右辺であり，① は成り立つ。

第６講　レベルＡ

-186-



　 　 のとき ① が成り立つ，すなわち

　　　　　　　　　　　　 　…… ②

　　が成り立つと仮定する。

　　 の結果から， のとき が成り立つ。

　　これと ② から　　

　　よって　　 ･ ･

　　　　　　　　　　　

　　したがって， のときも ①が成り立つ。

　 ， により，すべての自然数 に対して① が成り立つ。

１

　 ， ， ， ，最大値は

 解説

の両辺を で微分すると　　

よって　　

の速さが であるから　　

座標が増加する向きに移動しているから　

ゆえに　　 　…… ①

よって　

したがって， が点 ， を通過する時刻における速度 は

　　　　　　　 ，

① の両辺を で微分すると

　　　　　　 ･ ･

　　　　　　　　 ･

また　　

したがって， が点 ， を通過する時刻における加速度 は

　　　　　　 ，

また，

ここで， とおくと　　 　　　　また　　

とおくと　　
･

… …

極大

とすると　　

の増減表は右のようになる。

よって， のとき最大となるから， の

最大値は　　

２

　 　 　　 　略　　 　略　　 　

 解説

　

　 とすると　　 　　　　よって　　

… …
　 における の増減表は右のようになる。

　よって， のとき　　

　 とおくと

　　　　

… …
　 とすると　　

　 における の増減表は右のようになる。

　よって， ， のとき　　

　したがって， ， のとき　　

　

　 より， のとき であるから

　　　　　　 　……①

　 より， ， のとき であるから

　　　　　　

　よって　　 　…… ②

　したがって，①，②から

　　　

　ゆえに　　　　

　したがって　　

３

　 ，

 解説

　　

が極値をもたないのは，すべての について ，またはすべての につい

て が成り立つときである。

すなわち，すべての について ，またはすべての について

が成り立つときである。

とおくと　　

であるから， は

　　　　 のとき最小値 ，

　　　　 　 のとき最大値

をとる。

よって　　

したがって，求める の値の範囲は　　 ，

　

　 の周期は であるから， の範囲で考える。

　 を ， を満たす角とする。
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　 において， とすると　　 ， ， ，

　よって， における の増減表は次のようになる。

… … … … …

極小 極大 極小 極大

　 ， ， ， で

　あるから，すべての について ，またはすべての について とな

　るとき　　 または

　ゆえに，求める の値の範囲は　　 ，

４

　 かつ

 解説

直線 が関数 のグラフと共有点をもたないための必要十分条件は，

方程式 が で解をもたない，すなわち，関数 の

グラフが で 軸と共有点をもたないことである。

とおくと　　

　 のとき

　 であるから　　

　よって， は単調に減少する。

　また， ， であるから， のグラフは必ず 軸

　と共有点をもつ。

　したがって，不適である。

　 のとき

… …

極小

　 とすると　　

　 の増減表は右のようになる。

　 のグラフが 軸と共有点をもたないための

　条件は であるから

　　　　　　　　　

　すなわち　　　　

以上から，求める条件は　　　 　かつ　

　 とすると， は となる。

　 とすると， について　　 のとき　

　　　　　　

　また　　　 ，

　ゆえに， のとき，直線 と のグラフは共有点をもつ。

　よって， が必要である。

　 のとき， を固定して直線 と のグラフが接するときの の

　値を とすると，求める必要十分条件は かつ である。

　直線 と のグラフが で接するとすると

　　　　　　　　　 ，

　よって　　　　　 ，

　したがって，求める必要十分条件は　　　 　かつ　

５

　 のとき 本， のとき 本， のとき 本

 解説

真数は正であるから　　

より であるから，曲線 上の点 ， における接線の

方程式は　　

この直線が曲線 にも接するための条件は， すなわち

…… ① が重解をもつことである。

① の判別式を とおくと　　

よって　　

であるから　　 　…… ②

曲線 に異なる 点で接する直線は存在しないから，曲線 と曲線 の両方に接す

る直線の本数は，② を満たす実数 の個数に等しい。

とおくと

　　　　 ･

･

… … …
とすると　　 ，

よって， の増減表は右のようになる。

また　　 ，

　　　　 ･･

　　　　　　　

ゆえに， のグラフは右の図のようになる。

曲線 と曲線 の両方に接する直線の本数，すなわち

② の実数解の個数は， のグラフと直線 の

共有点の個数に等しいから，

　　　　 のとき　 本，

　　　　 のとき　 本，

　　　　 のとき　 本

６

　 　 ， ， ， 　　 　略　　 　略

　　　 　 ， 　　 　

 解説

　 ， ，

　よって　　 ， ，

　 のとき であるから， は単調に増加する。

　 であるから　　 　　　　よって， は単調に増加する。

　 であるから　　 　　　　よって， は単調に増加する。

　 であるから　　

　 とおくと

　　　　 ， ，

　また， から　　

　 は単調に減少し， より であるから， のとき

　　　　　　　　　

　 と同様に考えることにより， が示される。

　よって， のとき　　

　 ， から， のとき　　

　よって　　

　各辺を で割ると　　

　 ， であるから，はさみうちの原理により

　　　　　　

　また， から　　

　各辺を で割ると　　

　 であるから，はさみうちの原理により　　

　 であるから

　　　　　　

　よって　　 ･

　したがって， から　　 ･

７

　 　略　　 　略　　 　略

 解説

　

　 のとき であるから， は において単調に増加する。

　また， であるから， のとき　　

　 ･ ･

　　　　

　 のとき であるから， は において単調に減少する。
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　また， であるから， のとき　　

　 ， から， のとき

　　　　　 …… ①

　が成り立つ。

　 を自然数とすると， であるから，① において とすると

　　　　　

　すなわち　　

　よって， ， ，……， について各辺を足し合わせると

　　　　　

８

　 　 　　 　 　　 　 で極大値

　　　 　 　　 　略　　 　略

 解説

　 ･

　 であるから　　

　両辺の自然対数をとると　　

　両辺を で微分すると　　

　したがって　　

… …

　 とすると　　

　すなわち　　

　よって， における の増減表は，右のよう

　になる。

　したがって， は で極大値 をとる。

　 ･

　　　　

　 から

　　　　　 ･

　 とおくと　　 ･

… …

　 とすると　　

　よって， における の増減表は，右のよ

　うになる。

　ゆえに， において， の最小値は

　 であるから， において

　　　　　

　したがって， において， は単調増加である。

　 である。

　 において， であるから，方程式 がただ つの解をもつことを示

　せばよい。

　 より， において， は単調増加である。

　また　　 ，

　よって，方程式 は において，ただ つの解をもつ。

　したがって，方程式 は において，ただ つの解をもつ。

９

　 　略　　 　 で最小値

 解説

　

　よって　　

　ゆえに，関数 は区間 で単調に増加する。

　よって， のとき であるから

　　　 　　　すなわち　　

　両辺に を掛けると　　

　したがって，区間 で不等式 が成り立つ。

　 ･

　 から， のとき　　

… …　同様に， のとき　　

　 とすると　　

　 における の増減表は右のようになる。

　よって， は で最小値 をとる。

10

　 　略　　 　 ア 　略　　 イ　

 解説

　 とおくと　　

　 のとき であるから， は単調に増加する。

　また， であるから　　

　よって　　 　……①

　 とおくと　　

　 のとき であるから， は単調に増加する。

　また， であるから　　

　よって　　 　……②

　①，② から　　

　ア 　 であるから， において とすると

　　　　　　

　　各辺を 倍すると　　

　　すなわち　　

　イ 　不等式 の両辺は正であるから，自然対数をとると　　

　　これを満たす最小の自然数 を求める。

　　ア において ， ， ， ， とすると

　　　　 ， ， ，

　　　　

　　すなわち　　 ……， ……，

　　　　　　　　 …… ……， ……，

　　　　　　　　 ……

　　よって，求める最小の自然数 は　
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１

　 ア　 　　 イ　 　　 ウ 　

　　 エ　

 解説

から　

点 における法線の方程式は

　すなわち　

同様にして，点 における法線の方程式は　

とすると， から　

よって　

とおくと， から

このとき　

２

　 　 　　 　 　　 　 　　 　 ，

 解説

　 から　　

　よって，直線 の方程式は　　

　すなわち　　

　 と 軸とのなす角が であるから， は の傾きに等しい。

　よって　　

　同様に考えると， の方程式は であるから

　　　　　　

　よって，加法定理から　　

　 から　　

　よって， から　　

　 直線 ， のなす角が のとき

　　　　　　　

　すなわち　　

　両辺に を掛けて整理すると

　　　　　　　

　これを満たす自然数 ， の組は　　 ，

３

　 　 ， 　　 　 　　 　

 解説

　 ， の方程式から を消去すると　　

　よって　　 　　　　ゆえに　　

　したがって，点 の座標は　　 ，

　 から　　

　 から　　

　点 における ， の接線と 軸の正の向きとのな

　す角をそれぞれ ， とすると

　　　　　 ，

　 であるから

　　　　　

　　　　　　　

･

　 とおく。

　 が実数全体を動くとき， のとりうる値の範囲は　　

　 より　　

　 とすると　　
･

　 とすると， から　　

… …

　 の増減表は右のようになる。

　また， ， であるから，

　 のとる値の範囲は　　

　よって， のとる値の範囲は　

４

　 　 ， 　　 　

 解説

　 から　　

　よって，点 における接線の傾きは であり，

　 であるから

　　　　　 ，

　ゆえに　 ，

　 とおくと

　　　　 ･

　　　　　　

　 において， は単調に減少し， は単調に増加す

　るから， は単調に減少する。

　また， ， であるから， において とな

　る がただ つ存在する。

… …

極大

　このとき， の増減表は右のようになり， は

　 で最大となる。

　よって， であるから　　

　すなわち　　

　ゆえに　　 　　これは を満たす。

５

　略

 解説

とおく。

は において微分可能で　　

区間 ， において，平均値の定理を用いると

　　　　　　　 ，

を満たす実数 が存在する。

逆数をとると　 ，

したがって　　

　不等式 を変形すると， より

　　　　　　　 　

　すなわち　　
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　よって　　　

　 とおくと， で　　

　よって， とおくと　　

　 のとき，常に であるから， において は単調に増加する。

　これと から， において　　

　すなわち　　 　……①

　また， とおくと　　

　 のとき，常に であるから， において は単調に増加する。

　これと から， において　　

　すなわち　　 　……②

　①，② から， において， が成り立つから， のとき，

　 が成り立つ。

６

　 　 のとき極小値 ， のとき極小値 ，

　　　　 のとき極小値

　　　 のとき最小値

 解説

　 　 のとき

　　

　　 のとき

　　

　 　 のとき

　　

　　

　ゆえに，増減表は次のようになる．

… … … … … …

極小 極大 極小 極大 極小

　　極小値

　　極小値

　　極小値

　最小値は， つの極小値の最小のものである．

　 ， ，

　ここで　 ，

　ゆえに　

　よって，最小値は　

７

　 　 　　 　

　　　 　 ，

 解説

　方程式 は実数を係数にもつ方程式であるから，虚数 を解にもつことよ

　り，その共役な複素数 も解にもつ。

　よって　　

　ゆえに，方程式 は ， ， を解にもつ。

　 の定数項は であるから， 次方程式の解と係数の関係により　　 ･ ･

　すなわち　　　

　 であるから　　

　 より， であるから　　

　 の実部は より大きく， の虚部は正であるから，

　点 ， ， の位置関係は右の図のようになる。

　線分 と実軸の交点を とすると

　　　　　

　また　　

　よって，△ の面積 は

　　　　　 ･ ･

　　　　　

　 の実部は より大きいから　　

　よって　　 　……①

　 を ， を満たす実数とすると　　

　また， より， であるから

　　　　　　

　　　　　　　

　 とすると，①より　　

… …

極大

　 であるから　　

　 における の増減表は右のようになる。

　よって， を最大にする は　　

　このとき　　

　　　　　　　

　したがって， 次方程式の解と係数の関係により，

　 の 次の係数は

　　　　　　

　 の 次の係数は

　　　　　　 ･ ･

　　　　　　　　　　　　　

　ゆえに　　

８

　 　 　　 　 　　 　略

 解説

　 と の座標は，それぞれ ， ， ， で

　あるから，直線 の方程式は

　　 …①

　また，直線 の方程式は

　　　 　 　……②

　①，② を解いて　 ，

　よって， の座標は　 ，

　△ は直角三角形であるから

　　 ･ ･ ･

　
･

　　　　
･

　　　　 ･

　　　　 ･

　 において とすると　 　

　 における の増減表は次のようになる．
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… …

＋

極大

　よって， は のとき最大になる．

９

　 　

　　　 　 のとき最大値 ， のとき最小値

　　　 　最大値をとるときの の値は ， ， ，

　　　　最小値をとるときの の値は ，

 解説

　 から

　　　　　

　よって　

　ゆえに　

　

　 のとき であるから　　

　よって　　

　　　　　 ･
･

　 とすると　　

… … …

極小 極大

　 の増減表は右のようになる。

　 であるから

　　　 ，

　　　 ，

　　　 ，

　よって， は のとき最大値 ， のとき最小値 をとる。

　 　 すなわち のとき

　　　　　　

　　 のとき であるから　　 ， ，

　　よって　　 ， ，

　 　 すなわち のとき

　　　　　　

　　 のとき であるから　　 ，

　　よって　　 ，

　ゆえに， は ， ， のとき最大値をとり， ， のとき最小値をとる。

10

　 　 ，

　　　 　 のとき　 ，

　　　　　 のとき　

　　　 　図

 解説

　 ，

　　

　 から　　

　 　 のとき

　　 であるから　　

　　これを に代入すると

　　　　　　

　 　 のとき

　　 であるから　　

　　これを に代入すると

　　　　　　 ･ ･

　以上から， のとき　　

　　　　　　 のとき　　

　 のとき， であるから　　

　すなわち　　

　さらに， から

　　　　　 ･ ･ ，

… …

　　　　　 ･

･ ･

　　　　　　

　よって，関数 の

　増減，グラフの凹凸は，右の表のようになる。

　一方， のときも，

　より　　　

　また， のグラフは，

　 のグラフと 軸に関して対称

　である。

　したがって，曲線 の概形は，右の図のように

　なる。

　 　 ， であるから， における と の値

　　の変化は，次のようになる。

… … … …

11

　 　 ， 　　 　 ， 　　 　 ，

　　　 　 で極小値 　　 　 ，

　　　 　 ， のとき 個， のとき 個，

　　　　 のとき 個

 解説

　 分母 であるから　　 　…… ①

　また， の両辺に を掛けて　　

　すなわち　　 ， 　……②

　よって，①，②から， の定義域は　　 ，

　

　よって　　 ， 　　　　ゆえに　　 ，
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　 ･

　　　　　　

　よって　　 ，

　ゆえに　　 ，

　 であるから

　　　

　　　　　 ･

　　　　　

　 のとき　　

　 のとき　　

… … … …

極小

　よって， ， における の

　増減表は右のようになる。

　 ･ であるか

　ら， は のとき極小値 をとる。

　 より　　 ，

　また　　

　よって，曲線 の漸近線は　　 ，

　 の増減表と の結果から， のグラフは

　右の図のようになる。

　方程式 の実数解の個数は， のグラフ

　と直線 の共有点の個数に等しい。

　よって　　 ， のとき　 個

　　　　　　 のとき　　　　 個

　　　　　　 のとき　　 個

12

　 　 のとき最大値 ， のとき最小値 　　 　略　　 　

 解説

　

･ ･

… …
　 とすると　　

　 における の増減表は右のようになる。

　また， のとき， ， であるから

　　　　　

　よって， において は のとき最大値 ，

　 のとき最小値 をとる。

　 の結果から， において　　

　よって　　 ･

　ここで， ･ であるから，はさみうちの原理により　　

　 のとき， から

　　　　　 ･ ･

　ここで， のとき であるから， より　　

　よって，はさみうちの原理により　　

13

　 　 で極大値 　　 　 　　 　

 解説

　
･ ･

　 とすると　　 　　　　よって　　

　 における の増減表は次のようになる。

… …

　ゆえに， は で極大値 をとる。

　

　　

　よって， の増減表から， のグラフは右の図

　のようになる。

　 の異なる解の個数は， のグラフと直

　線 の共有点の個数と一致する。

　ゆえに， が つの異なる解をもつような の

　値の範囲は　　

　 ， より の両辺は正であるから，

　両辺の自然対数をとると　　

　よって　　 　…… ①

　①が より大きい解をもつような の値の範囲を求めれ

　ばよい。

　 は ①の解であるから，① が より大きい解をもつ

　とき， のグラフより① は異なる つの解をもち，

　小さい方の解が である。

　よって，求める の値の範囲は　　

14

　 　 　　 　略

 解説

　 であるから， より

　　　　　

… …

極小

　　　　　　　

　 とすると， ， から　　

　 における の増減表は右のようになる。

　よって， は で最小値 をとる。

　 のとき， は と同値である。

　よって，すべての正の実数 に対して が成り立つための必要十分条件は，

　 の最小値が より大きくなることである。

　ゆえに， より　　

　両辺に を掛けて　　

　 ， であるから　　

15

　 　略　　 　略

 解説

　 とおくと　　

　 において， とすると　　

　 における の増減表は次のようになる。

… …

　よって， において， は で最小値 をとる。

　 であるから　　

　よって， において が成り立つ。
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　したがって， において　　

　 の結果を用いると， から　　

　両辺に を掛けると　　

　両辺を 乗すると　　　

　ここで　　 　　　よって　　

16

　 　略　　 　 で単調に減少　　 　

 解説

　 とおくと

　　　　　

　 のとき， であるから， は で単調に増加する。

　よって， のとき　　

　ゆえに， のとき　　

　

　 から， のとき　　

　よって， は で単調に減少する。

　 から， のとき　　

　すなわち　　

　よって　　　

　底 であるから　　

17

　 　略　　 　

 解説

　 の両辺は正であるから，両辺の自然対数をとると　　

　すなわち　　 　　　　よって　　　 　…… ①

　ここで， とおくと　　
･

… …

　 とすると　　

　よって　　

　 の増減表は右のようになる。

　また　 ，　 ，

　　　　

　よって， のグラフは右の図のようになる。

　したがって，実数 ， が ①を満たしてい

　るとき　　

　 であるから， より

　　　　　　

　これと から　　

　よって， の増減表により　　

　すなわち　　

　ゆえに　　

　よって　　

　底 は より大きいから　　

18

　 　 のとき極大値 　　 　 ，

 解説

　 から

　
･ ･

　ゆえに， の増減表は次のようになる．

… …

極大

　よって， は のとき極大値 をとる．

　 ， は自然数で

　両辺の自然対数をとると　

　ゆえに　

　 であるから， の増減表により かつ であることがわかる．

　 とすると，与式は， となり，不適．

　 とすると，与式は， となり， は，これを満たす．

　以上により　 ，

19

　 　 ， ， ，

　　　 　

 解説

　 ， より

　　　　　 ， ，

　　　　　 ，

　であるから　　 ， ， ，

　 ･ ，

　　

　よって　　

　ゆえに　　
･
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１

　 　 　　 　 　　 　

 解説

　
･

　 とすると　　

　これを解いて　　　　

　 であるから　　

　よって　　

　 であるから　　 　　　　ゆえに　　

… …

極大

　 であり

　　　　　

　また， より であるから，

　 における の増減表は右のよう

　になる。

　ゆえに， の範囲において， は のとき極大かつ最大となり，その値

　は　　　 　　　　最大値は であるから　　

　分母を払って　　

　よって　　　　　 　…… ①

　 は の解であるから　　

　これに ①を代入して整理すると　　　　

　ゆえに　　 　　　　 である から　　

　① に代入して　　

２

　 　 　　 　 のとき最小値

 解説

　 は 軸に垂直でないから，その方程式は

　　　

　とおける。

　これを変形すると　

　 と が接するから

　　　　　　
･

　よって　　

　両辺を平方して　　

　整理すると　

　ゆえに　

　よって， の方程式は　

　 とすると　　

　これを解いて　　

　これが点 の 座標であるから　

　 ･ ･

　
･

　 における の増減表は，次のようになる。

… …

極小

　よって， は のとき極小かつ最小になる。

　したがって，最小値は　

３

　 ，

 解説

　　 ， ，

　　 ， ，

　　 ， ，

　点 は直線 上にあるから，実数 を用いて ，すなわち

　 ， ， と表される。

　点 は 平面上にあるから， とすると， であるから

　　　　　　　

　よって　　　 ， ，

　同様にして　 ， ， ， ， ，

　 より であるから

　　　　　　　 ･

　ゆえに　　

　　　　　　　　

… …
　 とすると　　

　したがって， における の増減表は右の

　ようになる。

　よって， は のとき最小値 をとる。

４

　

 解説

とおく。

△ において，余弦定理から

　 ･

　　　 ･ ･

であるから　　

△ において，余弦定理から

　　　　 ･

　　　　　　 ･ ･

　　　　　　

であるから　　

は正三角形であり，点 は辺 の中点であるから

　　　　

△ において，余弦定理から

　　
･

　　　　　　　

　　　　　　　 ･

ここで， とおくと

　　

　　　　

の範囲において， とすると

… …

極大

　　　　

よって， における の増減表は右のよう

になる。

であるから， は のとき最大値 をとる。

より であるから， が最大となるとき も最大とな

る。

その最大値は　　
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５

　 　

　　　 　 のとき ， のとき ，

　　　 　 のとき， の座標は ， ，最小値は ；

　　　　 のとき， の座標は ， 複号同順，

　　　　最小値は

 解説

　

　　　

　　　

　

　　　　

　　　　

　 とすると　 　または　 　…… ①

　① の判別式を とすると　

　 　 のとき　 であるから，① は実数解をもたない。

　 　 のとき　① は重解 をもつ。

　 　 のとき　 であるから，① は異なる つの実数解 を

　　もつ。

　　 であるから，これらの つの解はともに正である。

　よって， となる の値は

　　　　 のとき　

　　　　 のとき　　 ，

　 　 のとき

　　 における の増減表は次のようになる。

… …

　　よって， のとき は最小となり

　　　　

　　ゆえに， の最小値は　

　　このとき， の座標は　 ，

　 　 のとき

　　① の つの解を ， とすると，解と係数の関係から

　　　　 　…… ②

　　　　 　　……③

　　③ から　

　　 であるから　 　　よって　

　　ゆえに， であるから　

　　 における の増減表は次のようになる。

… … … …

　　②，③から

　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　 ･ ･

　　　　　

　　同様に　　

　　よって， は ， のとき最小となる。

　　ゆえに， の最小値は　

　　このとき， の座標は　 ， 複号同順

　 　

　　 とおくと， ， であるから，相加平均 相乗平均の大小関係に

　　より　　 ･ 　等号は のときに成り立つ。

　　よって　

　　　　　　　　 　

　　 　 のとき

　　　 は のとき最小値 をとる。

　　　 となるのは， のときである。

　　 　 のとき

　　　 は のとき最小値 をとる。

　　　 となるのは， すなわち のときである。

６

　 　 　　 　 　　 　略

 解説

　直線 の方程式は　　

　 と直線 の交点の 座標は　　

　よって， が線分 と 点 ， 以外で交わる

　ための条件は　　

　ゆえに，求める の値の範囲は　

　 ただし において

　　　　　 とすると　

　　　　　 とすると　

　　　　　 とすると　

　ゆえに，直線 と線分 ，線分 ， 軸の交点の 座標は，それぞれ

　　　　　　　　　　　 ， ，

　よって　　 ･ ･

　　　　　　　

　また　　　 ･ ･

　　　　　　　

　ゆえに　　

　 から　　

　　　　　　　　　

　ここで　　 ，

　　　　　　 ，

　よって， のとき　　

　ゆえに， において とすると， から　　

… …

極小

　 の増減表は次のようになる。

　よって， は のとき最小値をとる。
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７

　 　 ， 　　 　 　　 　

 解説

　 より であるから，直線 の

　方程式は　　

　 とすると　　

　また，直線 の方程式は

　　　　　

　すなわち　　

　 のとき　　

　 より であるから　　

　よって，点 の座標は　　 ，

　 から

　　 ･
･

　 とすると　　 　…… ①

… …

極大

　 であるから， の範囲に ①を満たす

　 の値がただ つ存在する。

　その値を とおくと， における の

　増減表は右のようになる。

　ここで， であるから

　　　　　

　よって， における の最大値は

　　　　　

　

　 とおくと， から　　

　このとき　　

　 とおく。 における の最小値を求めればよい。

　　　

… …

極小

　 とすると　　

　 より であるから，

　 における の増減表は右のよう

　になる。

　 であるから，求める の最小値は

　　　　　　　

８

　 　図

　　　 　 のとき

　　　　 のとき

　　　　 のとき

　　　　 のとき

 解説

　

　　　　　　

　よって， は を周期とする周期関数である。

　ゆえに， の範囲の増減を考えればよい。

　　　　　

　　　　　　　

　 とすると　　 ，

　 の範囲でこれを解くと　　 ， ，

　 における の増減表は次のようになる。

… … … …

　 のグラフは， のグラフを 軸方向に だけ

　平行移動したものである。

　したがって， のグラフを の範囲でかくと，次の図のようになる。

　 　 のとき

　　 における の

　　グラフは右の図の実線部分のよう

　　になる。

　　よって

　　　　　

　 　 のとき

　　 であるから，

　　 における の

　　グラフは右の図の実線部分のよう

　　になる。

　　よって

　　　

　 　 かつ すなわ

　　ち のとき

　　 における の

　　グラフは右の図の実線部分のよう

　　になる。

　　よって　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　 　 のとき

　　 であるから，

　　 における の

　　グラフは右の図の実線部分のよう

　　になる。

　　よって　　

　以上から， のとき　　
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　　　　　　 のとき　　

　　　　　　 のとき　　

　　　　　　 のとき　　

９

　 　 ， 　　 　 ， 　　 　略

 解説

　 であるから　　 ，

　円 と円 の接点を とおくと，円 の弧 の

　長さは，円 の弧 の長さ と等しい。

　よって，右の図より

　　

　　　 ， ，

　　　 ，

　ここで　　

　　　　　　　　　　　　　 ，

　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　よって， ， であるから　　 ，

　 ，

　ここで，点 ， は座標軸上の点ではないから

　　　　　　　 　かつ　

　よって，曲線 上の点 における接線の方程式は

　　　　　　　

　すなわち　　

　この接線と 軸， 軸との交点 ， の座標は，それぞれ

　　　　　　　 ， ， ，

　ゆえに　　　

　　　　　　　　

　したがって，線分 の長さは一定である。

10

　 　 で最大値 　　 　 ， 　　 　

 解説

　
･

… …

極大

　 とすると　　

　よって， における の増減表は右のようになる。

　また　　

　したがって， は のとき最大値 をとる。

　 ， とおくと　　 ，

　 のグラフと のグラフが で共有点をもち，かつ，その点で

　共通の接線をもつための条件は　　

　すなわち　　
…… ①

…… ②
　　　　① を② に代入すると　　

　 であるから，両辺を で割ると　　 　　　　① から　　

　 であるから，両辺を 乗すると　　 　　　　よって　　 ，

　 から， のとき　　 　　　　すなわち　　

　 であるから，両辺に を掛けると　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　底 は より大きいから　　

　したがって， かつ のとき　　

11

　 　略　　 　略　　 　略

 解説

　

　

　 より， に対して が成り立つ。

　関数 は で連続で， で微分可能であるから，平均値の定理に

　より

　　　　　　 ，

　を満たす実数 が存在する。

　ここで， であるから　

　よって， を満たす が の範囲に少なくとも つ存在する。

　また， より のとき であるから， は単調に減少する。

　したがって， を満たす実数 が の範囲にただ つ存在する。

　 より， は で単調に減少し， であるから

　 のとき　 ，　 のとき　

… …

極大

　 の増減表は右のようになる。

　したがって， で が成り立つ

　から

　　　

　底 であるから　

　したがって， を満たす実数 に対して が成り立つ。

12

　 　略　　 　略　　 　略

 解説

　すべての実数 に対して であるから， は単調に増加する。

　したがって， のとき　　

　また，条件より であるから， のとき　　

　よって， は において単調に増加する。

　したがって， のとき　　

　条件より であるから　　

　まず，すべての自然数 に対して …… ①　が成り立つことを数学的帰

　納法で証明する。

　 　 のとき　　 であるから，① は成り立つ。

　 　 のとき ① が成り立つ，すなわち　 　…… ②と仮定する。

　　 のとき であり，② と から　　

　　 であるから　　

　　よって， のときにも ①は成り立つ。

　 ， により，① はすべての自然数 について成り立つ。

　ここで， は第 次導関数をもつことから， で連続で， で微分可

　能である。

　 であるから，平均値の定理により

　　　　　　 ，

　を満たす実数 が存在する。

　 は単調に増加し， であるから　　

　ゆえに　　

　 であるから　　　　　　　　

　 ， であるから　　

　また， であるから　　　　

　したがって，すべての自然数 に対して　 　が成り立つ。

　 より　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ……

　条件より， であるから　　

　よって，はさみうちの原理により　　

　したがって　　

13

　 　略　　 　略　　 　

 解説

　

　　

　ここで， であるから　　

　また， ， であるから　　

　よって， である。

　 より， は において単調に減少する。
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　このことと

　　　　 ，

　より，方程式 は の範囲にただ つの解をもつ。

　それを とおくと， の増減表は右のようになる。

… …

極大

　 であるから， であり，さらに

　　　　

　　　　　　　

　したがって，方程式 は の範囲にただ つの解をもつ。

　 は，方程式 の解であるから　　

　よって　　

　 より　　

　 であるから，はさみうちの原理により　　

　また， であるから， であることに注意すると

　　　　

14

　 のとき ； のとき

　　　 ； のとき

 解説

曲線 上の点 における法線の方程式は　

この直線が点 を通るとすると　 から　

ここで， とおくと　

よって， は，直線 と曲線 の共有点の個数となるから

のとき　 ， のとき　 ，

のとき　 ， のとき　 ，

のとき　

15

　 　 ， ， ， 　　 　 ， ， ，

　　　 　

 解説

　 から　　

　 における の接線の方程式は

　　　　　　　 　　　　すなわち　　

　よって　　 ， 　　　　ゆえに　　 ，

　また， における の接線の方程式は

　　　　　　　 ･ 　　　　すなわち　　

　よって　　 ， 　　　　ゆえに　　 ，

　 ， とすると　　 ，

　また　　　

　 における の接線の方程式は

　　　　　　

　すなわち　　

　よって　　 ，

　ゆえに　　 　…… ①

　よって，数列 は初項 ，公比 の等比数列であるから

　　　　　　 ･ 　……②

　ゆえに　　 ， ， ，

　①，②から　　 ･

　よって， は初項 ，公比 の無限等比級数であるから　

　　　　　　

16

　 　 ： ， ： 　　 　

 解説

　 から　　

　よって， の方程式は　　 　　　すなわち　　

　 から　　

　よって， の方程式は　　

　すなわち　　

　 と の両方に接する直線が存在しないための条件は， ， が一致するような

　正の実数 ， の組が存在しないことである。

　すなわち …… ①， …… ②をともに満たす正の実数

　 ， の組が存在しないことである。

　①，② が成り立つとすると，① から　　

　両辺は正であり，それぞれ 乗すると　　

　よって　　 　…… ＊

　これを ②に代入すると　　 ･

　 ， であるから，この式を整理すると　　 　…… ③

　③を満たす正の実数 が存在すれば， ＊ から，①，②を満たす正の実数 ， の組が

　存在する。

　よって，③ を満たす正の実数 が存在しないような の値の範囲が求めるものである。

　 とすると

… …
　　　 ･

･ ･

　 とすると　　

　 における の増減表は右のようになる。

　また　　 ，

　よって， のグラフは右のようになる。

　したがって，求める の値の範囲は　　
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１

　 　略　　 　

 解説

　 とおくと

　　　　　　

　よって， のとき　　

　ゆえに， のとき， は単調に増加するから

　　　　　　 　すなわち　 　……①

　 とおくと

　　　　　　
･ ･･

　　　　　　　　 　……②

　 のとき， ， であり

　　　　　　

　よって， のとき， であるから，② より　　

　ゆえに， のとき， は単調に増加するから

　　　　　　 　すなわち　 　…… ③

　①，③ から， のとき　　

　 のとき， であることは次のように示してもよい。

　　　　　　

　 　…… ④

　 のとき， より， であるから

　　　　　　　 　…… ⑤

　このとき， であり，⑤ の両辺を 乗しても大小関係は変わらな

　いから　　　

　すなわち　　

　ゆえに， のとき，④ より であるから， は単調に減少する。

　また， ， であるから　　 　……⑥

　次に， を考える。

　 のとき， であるから， より

　　　　　　　　

　したがって　　

　ここで　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　であるから　　

　　　　　　　　

　したがって，はさみうちの原理から　　

　すなわち　　 　…… ⑦

　 において が単調に減少することと，⑥，⑦ から， のとりうる値の範囲は

　　　　　　　

２

　 で最大値

 解説

とする。

　　

よって， は偶関数である。

ゆえに， の範囲を として考える。

　　 ，　

とすると　　

… …

極小

であるから　　

における の増減表は右のよう

になる。

　

　　　　

よって， における のグラフは右

の図のようになり， で を満たす

がただ つ存在する。その値を とおく。

… …

極小

における の増減表は右のように

なる。

　

　

よって， において， は で最大となる。

以上から， において， は で最大値 をとる。

３

　 　 　　 　

 解説

　

　　　　　

　 において とすると　　 ，

　 を満たす は の範囲にただ

… …

極大

　 つ存在する。

　その値を とおくと， における

　の増減表は右のようになる。

　よって， は のとき最大となる。

　 から　　

　ゆえに　　

　

　　　　

　よって　　 ･ ･ ･
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４

　 　

　　　 　 ， ， で最大値

 解説

　 であるから

　　　　　　

　 ， であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により　　

　よって　　

　 であるから　　

　等号が成り立つのは のときである。

　よって，求める最小値は　　

　 を の範囲に固定して考える。

　 であるから， より， は のとき最小値

　 をとる。

　 であるから　　

　ここで， とおくと

　　　　　 ･ ･

… …

　　　　　　　 ･

　 とすると　　

　よって， における の増減表は右の

　ようになる。

　 のとき　　

　ゆえに， は ， ， のとき最大値 を

　とる。

５

　

 解説

･ とおく。

条件 より，すべての実数 に対して不等式 が成り立つ。

また，条件 より，等式 を満たす実数 が存在する。

よって， がこの つの条件を満たすことは， の最小値が であることと同値で

ある。

ここで　　 ･ ，　 ･

のとき，すべての実数 に対して であるから， は単調に増加する。

また　　 ，

… …

極小

よって， となる実数 がただ つ存在する。

それを とおくとき， の増減表は右のように

なる。

ゆえに， は で最小値をとる。

ここで， から　　 ･

すなわち　　

， であるから　　

よって　　 ，　

したがって， の最小値は

　　 ･

　　　　

　　　　

これが と等しいことから　　

よって　　

６

　略

 解説

示すべき不等式の各辺は正であるから，自然対数をとると

　　　　

とおくと， であり　　

これを示せばよい。

とおくと　　

のとき であるから， は で単調に増加する。

また， であるから， のとき　　

よって， から　　

また， とおくと　　

のとき であるから， は で単調に増加する。

また， であるから， のとき　　

よって， から　　

ゆえに， のとき が成り立つから，

のとき　　

７

　 　略　　 　略　　 　略

 解説

　 とおく。

　 　 のとき　　

　　よって　　

･

　　 のとき　　

　　ゆえに， は において単調に減少する。

　 　 のとき　 　　　よって　

　　 のとき　　

　　ゆえに， は において単調に増加する。

　 ， および， は で連続であることから　　

　したがって， が成り立つ。

　

　　　　　　　　　

　したがって， が成り立つ。

　 ， は正の数であるから， は正の数である。

　よって， から　　

　ゆえに　　 ･

　同様にして ， が成り立つ。

　よって， とすると

　　　　　　

　　　　　　　

　ここで， の結果から　　

　ゆえに， となり，
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　が成り立つ。

８

　 　略　　 　略

 解説

　 　…… ①　とおく。

　 ， のとき， ， はともに正であるから，① の両辺の自然対数

　をとると

　　　　　　 　……②

　① と② は同値であるから，② を示せばよい。

　 　とおくと

　　　　　　

　ここで， 　とおくと

　　　　　　

　　　　　　

　 において， とすると　

… …

　 における の増減表は次のようになる。

　したがって， において　

　よって， のとき， は単調に増加し， であるから

　　　　 のとき　 ， のとき　

　 であるから， ， のとき　　

　ゆえに，不等式② すなわち 不等式 ① が成り立つ。

　① の両辺に を掛けると　　

　この式に を代入して　　

　① の両辺に を掛けると　　

　この式に を代入すると　　

　よって， が成り立つ。

９

　 　略　　 　

 解説

　 上の点 ， における接線の方程式は， から

　　　　　 　　　　すなわち　　 　…… ①

　① が点 ， を通るとき　　 　　　

　よって　　 　……②

　① において，接線の傾き は に関して単調に増加するから，接点が異なれば対応す

　る接線は異なる。ゆえに，点 ， を通り， に接する直線がただ つ存在

　するための条件は，② を満たす実数 がただ つ存在することである。

　 とおくと， から， は単調に増加する連続関

　数である。

　また　　 ，

　したがって，すべての実数 に対して，② を満たす実数 がただ つ存在するから，

　点 ， を通り， に接する直線がただ つ存在する。

　② において， ， をそれぞれ ， に置き換えると　　

　よって　　 　…… ③

　 であるから　　

　これと から， のとき　　

　ゆえに， であるから　　

　したがって，③ から　　

10

　 　 で最大値 ， で最小値

　　　 　 で最大値 ， で最小値 　　 　略　　 　略　　 　

 解説

　底 は より大きいから，関数 は単調に増加する。

　よって， のとき， は で最大値 ， で最小値 をとる。

　

　よって， は単調に増加するから， のとき， は

で最大値 ， で最小値 をとる。

　｢ ｣ を ①とする。

　 　 のとき

　　 であるから， のとき① は成り立つ。

　 　 のとき ①が成り立つ，すなわち が成り立つと仮定する。

　　 のとき　　

　　 から， のとき　　

　　すなわち　　 　　　よって　　

　　したがって， のときにも① は成り立つ。

　 ， から，①はすべての自然数 に対して成り立つ。

　 から は成り立つ。

　区間 ， において， に平均値の定理を用いると

　　　　　　　

　を満たす が存在する。

　 から， のとき　　

　また， ， であるから　　

　 から　　

　以上から　　　　

　 から　　 ……

　 から　　

　はさみうちの原理により　　 　　　よって　　

11

　 　略　　 　 個

 解説

　 は で微分可能で　　

　よって，区間 ， において，平均値の定理を用いると

　　　　　　　

　すなわち　　

　を満たす が存在する。

　 から　　

　ゆえに　　 　…… ①

　 ， ， ，…… とおく。

　 　 のとき

　　① から　　

　　すなわち と の差は より大きいから　　

　　よって， …… であり， ， ，……， はすべて異なる整数であ

　　る。

　 　 のとき

　　① から　　

　　すなわち と の差は より小さいから

　　　　　　　 　または　

　　よって， のとき， は 以上 以下のすべての整数をとり得

　　る。

　　ここで　　

　　　　　　　　

　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　ゆえに， は 以上 以下のすべての整数をとり得る。

　 ， から， ， ，……， のうち異なるものは

　　　　　 ， ，……， ， ， ，……，

　したがって，求める個数は　　 個

12

　 　略　　 　略　　 　略

 解説

　 ， より， であるから　　

　これと から　　 　　　　よって　　 　…… ①
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　また， から　　 　…… ②

　 のとき， であるから，①，② より

　　　　　　　　　 ･ ･ ，

　　　　　　　　　 ･ ･

　したがって　　　

　与えられた数列 について， であり， より，自然数 に対して

　 ならば

　　　　　　　　　 　すなわち　

　が成り立つ。

　したがって，数学的帰納法により，すべての自然数 に対して， が成り立

　つ。

　ここで， がすべての実数 に対して成り立つから　　

　すなわち　　　　

　これと， であることから

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　 ･

　　　　　　　　　　　　 ･

　　　　　　　　　　　　 　…… ③

　が成り立つ。

　すなわち，すべての自然数 に対して が成り立つ。

　これを繰り返し用いると，すべての自然数 に対して

　　　　　　　 　…… ④

　さらに　　　

　また， より　　

　よって　　　

　ゆえに　　　 　　　　これと ④ から　　

　 とおくと

　　　　　　 ，

　　　　　　 ･ ･

　　　　　　　　 ，

　　　　　　 ･

　　　　　　　　

　 より， において常に であるから， は で単調に

　減少する。

　さらに　　 ，

　　　　　　

　よって， ， を満たす実数 がただ つ存在し， における

　 の増減表は次のようになる。

… …

極大

　これと， ， から，

　のグラフは右の図のようになる。

　ゆえに， ， を満たす実数 が存在

　する。

　このとき， であるから　　

　 　 とおくと

　　　　　　　 ･

　　よって　　

　　また， ， であるから

　　　　　　　 ･ ･

　　　　　　　　　　　

　　 は において連続な関数であるから，

　　 のグラフは右の図のようになり，

　　 ， を満たす実数 が存在する。

　　このとき， であるから　　

13

　 　略　　 　略　　 　略

 解説

　 とおくと，方程式 が

　 でただ つの解をもつことを示せばよい。

　　　

　よって， は単調に増加する。　…… ①

　　　 　…… ②

　　　

　ここで　　

　　　　　　　　　 ･ ･

　よって　　

　…… ③

　①，②，③から，方程式 は でただ つの解をもつ。

　よって，直線 と曲線 は でただ つの交点をもつ。

　｢ ｣ を ④とする。

　 　 のとき

　　 であるから， のとき ④は成り立つ。

　 　 のとき ④ が成り立つ，すなわち が成り立つと仮定する。

　　 のとき　　　

　　 から　　

　　よって　　

　　すなわち　 　…… ⑤

　　ここで　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　よって　　 　…… ⑥

　　また

　　　　

　　よって　　 　…… ⑦

　　⑤，⑥，⑦ から　　

　　したがって， のときにも ④は成り立つ。

　 ， から，④ はすべての自然数 に対して成り立つ。

　 から　　 ，

　 　 のとき　　

　　同様に　　 …… 　　　よって　　

　 　 のとき

　　 とすると　　 　　　よって　　

　　 から　　

　　 ， から　　

　　よって， となる があると仮定すると　　 ……

　　これは に矛盾する。

　　よって，すべての自然数 について である。

　　このとき　　

　　 とおき，平均値の定理を用いると

　　　　 　……⑤

　　を満たす が， と の間に少なくとも つ存在する。
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　　 ， であるから　　

　　よって　　 　……⑥

　　また， であるから，⑤，⑥より

　　　　　　　

　　したがって　　 ……

　　 であるから　　

　　はさみうちの原理により　　 　　　よって　　

　 ， から　　

14

　 　略　　 　略　　 　略

 解説

　

　 ， より， であるから　　 　　　　よって　　

　すなわち　　 　　　　したがって　　

　 　 ， であるから，相加平均と相乗平均の大小関係より

　　　　　　　　 ･

　　等号は， すなわち のとき成り立つ。

　　よって， のとき　　

　

　　　　　　　

　　　　　　　

　 ， より， であるから　　 ，

　よって　　 　　　　すなわち　　

　したがって　　

　 　 を固定して， の関数 を考えると

　　　　　　　

　　 ， より， であるから　　

　　よって　　

　　ゆえに， は において単調増加である。

　　これと， より　　 　　　　すなわち　　

　　したがって　　

　 から

　　　　　　 　…… ①

　ここで， ， から

　　　　　　 ， ，

　　　　　　 ，

　① の分子の式を とおくと

　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　　

　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　

　　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　ゆえに　　

　したがって， は において単調減少である。

15

　 　 ， 　　 　

 解説

とすると　　 ，

　よって， ， ……① が成り立つ。

　点 ， における の接線，法線の方向

　ベクトルを，それぞれ ， とすると

　　　　　　 ，

　 は を点 を中心とし，正の向きに だけ回転

　したものであるから　　 ，

　 は と平行な単位ベクトルであるから

　　　　　　

　ここで　　

　よって　　 ， ，

　　　　　　　 ，

　ゆえに，点 の座標は　　 ，

　 ， の速度を ， ， の速度を とする。

　　　　 ， ， ，

　　　　 ， ･ ， ･

　 ， ， であるから

　　　　　　

　①により　

　また　　　

　よって　　 ，

　ゆえに　　

　 ， であるから　　

　したがって　　
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