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　これを�\�について解くと

　　　　　　\ 
��� ( �� �� �[ �

�
 

��� ( ��[ �

�

　よって　　
G\

G[
 � �

��� ( ��[ �

�

�
 �

�

� � �
�
�

� ��[ �
�
 �

�

�
･
�

�

� �
�

� ��[ � ･�

　　　　　　　��� �
�

( ��[ �

�解答���　[ �\ �\���を�\�で微分すると　　
G[

G\
 �\��

　よって，\
�
�

�
�のとき　　

G\

G[
 
�

G[

G\

 
�

��\ �
　……�①

　[ �\ �\���を�\�について解くと　　\ 
��� ( ��[ �

�

　①�に代入して　　
G\

G[
 

�

�� ��� ( ��[ � �
 �

�

( ��[ �

５

S　J � �  �，J � � �  
�

�

 解説

I � [ �は�J � [ �の逆関数であるから，\ J � [ �とおくと

　　　　[ I � \ 　　　　よって　
G[

G\
 I � � \

また　　J � � [  
G

G[
J � [  

G\

G[
 
�

G[

G\

 
�

I � � \
　……�①

I � �  ��から　J � �  �　　　①�から　J � � �  
�

I � � �
 
�

�

１

S　Q �Q �� ��Q �� Q� ��

 解説

与えられた等式の両辺を�[�で微分すると

　　　　　　　���[�� �[ ��……�� �Q �Q[  � �
��Q �[ �

�[ �

�

ここで　　　� �
��Q �[ �

�[ �

�
 � �Q � Q[ ･ �� �[ � ･� ��Q �[ � �

�
� �[ �

 
���Q �Q[ � �Q � Q[ �

�
� �[ �

よって，[
��のとき

　　　　　　　���[�� �[ ��……�� �Q �Q[  
���Q �Q[ � �Q � Q[ �

�
� �[ �

この式に�[ ��を代入すると，

　　���･���･ �� ��･ �� ��……��Q･ �Q ��  
��･Q �Q �� � �Q � Q� �

�
� �� �

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　�� Q �Q �� ��Q �� Q� ��

２

S　K � � [  �
�[� ��[ �

�
� ���[ [ �

 解説

I � � [  
�� ��[ � � ���[ [ � � ���[ [ � � ��[ �

�
� ���[ [ �

 
��� ��[ �

�
� ���[ [ �

，J � � [  �[��

であるから

　　　　K � � [  J � � I � [ I � � [  ��I � [ ��� I � � [

　　　　　　�� ��
���[ [ �

���[ [ � ���
��� ��[ �

�
� ���[ [ �

 �
�[� ��[ �

�
� ���[ [ �

３

S　���　I � [ �について，極限値�
�K �
OLP

�I � �D K I � D

K
�が存在するとき，この極限値

　　　　を，I � [ �の�  [ D�における微分係数という

　　　���　略　　���　略

 解説

���　I � [ �について，極限値�
�K �
OLP

�I � �D K I � D

K
�が存在するとき，この極限値を，

　I � [ �の�  [ D�における微分係数という。

���　� �I � [ J � [ � 
�K �
OLP

�I � �[ K J � �[ K I � [ J � [

K

　ここで　　 �I � �[ K J � �[ K I � [ J � [

　　　　　 �I � �[ K J � �[ K I � [ J � �[ K ��I � [ J � �[ K I � [ J � [

　　　　　 � ��I � �[ K I � [ J � �[ K �I � [ � ��J � �[ K J � [

　よって　　
�K �
OLP

�I � �[ K J � �[ K I � [ J � [

K

　　　　　 
�K �
OLP�

�I � �[ K I � [

K
･J � �[ K ��I � [ ･

�J � �[ K J � [

K

　I � [ ，J � [ �は微分可能であるから

　　　  
�K �
OLP

�I � �[ K I � [

K
I � � [ ，  

�K �
OLP

�J � �[ K J � [

K
J � � [

　また，微分可能ならば連続であるから　　  
�K �
OLPJ � �[ K J � [

　よって　　� �I � [ J � [ � �I � � [ J � [ I � [ J � � [

���　｢  I � [
Q[ �に対して　  I � � [

�Q �Q[ �｣��……��＊��であることを�Q�に関する数学的帰

　納法で証明する。

　>�@　  Q ��のとき

　　  I � [
�[ ��すなわち��  I � [ [�であるから　　I � � [  

�K �
OLP

�� �[ K [

K
 

�K �
OLP� �

　　 �Q �Q[ �に�  Q ��を代入すると　　�･  �[ �

　　よって，�＊��は成り立つ。

　>�@　  Q N�のとき，�＊��が成り立つ，すなわち�  J � [
N[ �に対して�  J � � [

�N �N[ �が成

　　り立つと仮定する。

　　  Q �N ��のとき，  I � [
�N �[ �に対して，  I � [ [J � [ �であるから，積の微分公式

　　より�　　  I � � [ �� [ �J� [ [J � � [  �･ �N[ [･ �N �N[  � �N � N[

　　よって，  Q �N ��のときも��＊��は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�に対して��＊��は成り立つ。
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１

S　���　FRV[�VLQ[　　���　 �WDQ [　　���　�FRV� ���[
S

�
　　���　

�
�FRV �[

　　　���　��[VLQ �[ 　　���　� �VLQ [FRV[　　���　
� �WDQ [

�FRV [

 解説

���　\ � FRV[�VLQ [

���　\ � 
�
�FRV [
�� 

�� �FRV [
�FRV [

 
�VLQ [
�FRV [
 �WDQ [

���　\ � FRV� ���[
S

�
･� ���[

S

�

�
 �FRV� ���[

S

�

���　\ � � �[ �
�FRV �[
 

�
�FRV �[

���　\ � �VLQ �[ ･� 
�[ � ��[VLQ �[ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

���　\ � � �VLQ [ ･� VLQ [ � � �VLQ [FRV[

���　\ � � �WDQ [ ･� WDQ[ � 
� �WDQ [

�FRV [

２

S　���　 [H �VLQ[ �FRV[ 　　���　� �[H 　　���　� �[H ��
�[[H 　　���　�･ �[� ORJ�

 解説

���　\ � [H VLQ[� [H FRV[ [H �VLQ[ �FRV[

���　\ � �[H ･� � �[H

���　\ � �[H ･��
�[H ･�[ � �[H ��

�[[H

���　\ � � 
�[� ORJ� ･� �･ �[� ORJ�　

３

S　　���　\ � ORJ[��　　���　\ � 
�[

��[ �
　　���　\ � 

�

[ORJ�

　　　　���　\ � 
�

VLQ[FRV[
　　���　\ � 

�ORJ[

[
　　���　\ � 

�

�� �[ �

 解説

���　\ � � [ �ORJ[�[･� ORJ[ � �･ORJ[�[･
�

[
 ORJ[��

���　\ � 
�

��[ �
･� ��[ � � 

�[

��[ �

���　\ � 
�

�[ORJ�
･� �[ � 

�

�[ORJ�
 

�

[ORJ�

���　\ � 
�

WDQ[ � WDQ[ � 
�

WDQ[
･
�
�FRV [

　　　 
�

･
VLQ[

FRV[
�FRV [

 
�

VLQ[FRV[

���　\ � �ORJ[ ･� ORJ[ � �ORJ[ ･
�

[
 
�ORJ[

[

���　\ 
�

�
ORJ � �[ � �であるから　　\ � 

�

�� �[ �

４

S　���　�
�� ��� �[ [ �

�[� ��[ �
�)

�[ �
�[ � ��[ �

　　���　�ORJ[ �� [[

 解説

���　両辺の絶対値の自然対数をとって

　　　　　ORJ \  
�

� ��ORJ �[ � ��ORJ [ ��ORJ � ��[ �

　両辺を�[�で微分して　　
\ �

\
 
�

� �
�

�[ �
�
�

[ ��
�[

��[ �

　よって　　\ � 
�

�
･
��� ��� �[ [ �

� �[ � [� ��[ �
･ �)

�
� �[ �
�[ � ��[ �

　　　　　　　 �
�� ��� �[ [ �

�[� ��[ �
�)

�[ �
�[ � ��[ �

���　[!��であるから，\!��である。

　両辺の自然対数をとって　　ORJ\ [ORJ[

　両辺を�[�で微分して　　　　
\ �

\
 �･ORJ[�[･

�

[

　よって　　\ � \�ORJ[ ��  �ORJ[ �� [[

５

S　　���　H　　���　�　　���　�　　���　
�

�
　

 解説

���　I � [  
[H �とおくと，I � � [  

[H �であるから

　　　　　　　　
�[ �
OLP

�[H H

�[ �
 

�[ �
OLP

�I � [ I � �

�[ �
 I � � �  H

���　I � [  
[H �とすると

　　　　　　
�[ �
OLP

�[H �

[
 

�[ �
OLP

�I � [ I � �

�[ �
 I � � �

　I � � [  
[H �であるから　　I � � �  

�H  �

　よって　　
�[ �
OLP

�[H �

[
 �

���　I � [  ORJ[ �とおくと，I � � [  
�

[
�であるから

　　　　　　
�[ �
OLP

ORJ[

�[ �
 

�[ �
OLP

�ORJ[ ORJ�

�[ �
 

�[ �
OLP

�I � [ I � �

�[ �
 I � � �  �

���　I � [  ORJ[ �とすると

　　　　
�[ �
OLP

�

�[ �
ORJ

[

�
 

�[ �
OLP

�ORJ[ ORJ�

�[ �

　　　　　　　　　　　 
�[ �
OLP

�I � [ I � �

�[ �
 I � � �

　I � � [  
�

[
�であるから　　I � � �  

�

�

　よって　　
�[ �
OLP

�

�[ �
ORJ

[

�
 
�

�

６

S　���　
�

�
　　���　�　　���　�

 解説

���　
�[ �
OLP � �[ VLQ [  �，

�[ �
OLP �[  �

　I � [  [�VLQ [，J � [  
�[ �とおくと

　　　　　　　　I � � [  ��FRV[，J � � [  �
�[

　また　　O 
�[ �
OLP

I � � [

J � � [
 

�[ �
OLP

�� FRV[

� �[
 

�[ �
OLP

�� �FRV [

� �[ � �� FRV[

　　　　　� 
�[ �
OLP

�

�� �� FRV[

�

� �
VLQ[

[
 
�

�

　したがって　　
�[ �
OLP

�[ VLQ[
�[

 O 
�

�

T　ロピタルの定理を繰り返し用いると，次のように計算できる。

　　　　
�[ �
OLP

�[ VLQ[
�[

 
�[ �
OLP

�� FRV[

� �[
 

�[ �
OLP
VLQ[

�[
 

�[ �
OLP ･
�

�

VLQ[

[
 
�

�

���　I � [  
�[ ，J � [  

[H �とおくと

　　　　　　I � � [  �
�[ ，J � � [  

[H ，I �� � [  �[，J �� � [  
[H ，

　　　　　　I ��� � [  �，J ��� � [  
[H �で　　

�[ 
OLP

�
[H
 �

　したがって　　
�[ 
OLP

�[
[H
 

�[ 
OLP

� �[
[H
 

�[ 
OLP

�[
[H
 

�[ 
OLP

�
[H
 �

���　同様にして

　　　　
�[ ��
OLP [ORJ[ 

�[ ��
OLP

ORJ[

�

[

 
�[ ��
OLP

�

[

�
�
�[

 
�[ ��
OLP � �[  �
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１

S　���　��VLQ � ��[ � 　　���　
�
�FRV �[

　　���　�[FRV �[ 　　���　�VLQ[FRV[

　　　���　
� �WDQ [

�FRV [
　　

 解説

���　\ � �VLQ � ��[ � ･� ��[ � � ��VLQ � ��[ �

���　\ � � �[ �
�FRV �[
 

�
�FRV �[

���　\ � FRV �[ ･� 
�[ � FRV �[ ･�[ �[FRV �[

���　\ � �VLQ[ ･� VLQ[ � �VLQ[FRV[

���　\ � � �WDQ [ ･� WDQ[ � � �WDQ [ ･
�
�FRV [
 
� �WDQ [

�FRV [

２

S　���　
[H � �FRV[ VLQ[ 　　���　

[� ORJ�　　���　�
��[ �H 　　���　� �� �[ ��[H

　　　���　 [� � ��� �[ � ORJ� � 　　���　�� ��[D ORJD　　

 解説

���　  \ � �[H FRV[ [H � �VLQ[  [H � �FRV[ VLQ[

���　  \ � [� ORJ�

���　  \ � ･��[ �H � ��[ � �  ･��[ �H � � ��[ �H

���　  \ � �･� ��[H ･��[[H � ��[ � ���[H �[ ��[H  � �� �[ ��[H

���　  \ � �･� [� ･� �[ � [� ORJ�  [� � ��� �[ � ORJ� �

���　  \ � ･･��[D ORJD � ��[ � ･･��[D ORJD � ��  �� ��[D ORJD

３

S　　���　� �[ ORJ[� �[ 　　���　
�

[ �
� �ORJ[ �

　　���　
�

[
　　���　

�[

��[ �

　　　　���　
[

��[ �
　　���　

�

[ORJ�
　　���　\ � 

�

� ��[ � ORJ��
　　���　

� �
� ORJ[

[

　　　　���　
�[

��[ �
　�　����　

�

[ORJ[
　　����　�

WDQ[

ORJ�
　

 解説

���　\ � � �[ ORJ[� �[ ･
�

[
 � �[ ORJ[� �[

���　\ � 
�� ORJ[ �� �ORJ[ � ORJ[ � �ORJ[ � �

�
� �ORJ[ �

　　　 

�
�

[ � �ORJ[ � ･� ORJ[
�

[
�

� �ORJ[ �
 

�

[ �
� �ORJ[ �

���　\ � 
�

�[
･� 

�

[
　　　　　　　　　

���　\ � 
�

��[ �
･�[ 

�[

��[ �

���　\ 
�

�
ORJ � ��[ � 　　よって　　\ � 

�

�
･
�

��[ �
･�[ 

[

��[ �

���　\ � 
�

�[ORJ�
･� 

�

[ORJ�
　　　　

���　\ � 
�

� ��[ � ORJ��
･� 

�

� ��[ � ORJ��

���　\ � �
�

� ORJ[ ･
�

[
 
� �
� ORJ[

[
　　　

���　\ � 
�

��[ �
･�[ 

�[

��[ �

����　\ � 
�

ORJ[
･� ORJ[ � 

�

[ORJ[
　　

����　\ � � FRV[ �

FRV[ ORJ�
 
�VLQ [

FRV[ ORJ�
 �

WDQ[

ORJ�

４

S　���　\ � 
[

�
( �

� �[ � � �[ �
　　���　\ � � � �[ � � ��� �[ ��[ �

�
� �[ � �

� �[ �

　　　���　\ � � �ORJ [ �[ �ORJ[　　���　\ � 
��[ �

[ �� �ORJ[

 解説

���　両辺の絶対値の自然対数をとって　　ORJ \  
�

� �ORJ �[ � ��ORJ �[ �

　両辺を�[�で微分して

　　　　　　
\ �

\
 
�

� �
�

�[ � ��
�

�[ �
 

�[

�� �[ � � �[ �
 

[

� �[ � � �[ �

　ゆえに　　\ � 
[

� �[ � � �[ �
･
�
(� �[ � �

� �[ �  
[

�
( �

� �[ � � �[ �

���　両辺の絶対値の自然対数をとって

　　　　　　ORJ \  �ORJ �[ � ��ORJ �[ � ��ORJ �[ �

　両辺を�[�で微分して

　　　　　　
\ �

\
 

�

�[ �
�

�

�[ �
�

�

�[ �
� �

��� �[ ��[ �

� �[ � � �[ � � �[ �

　ゆえに　　\ � � ��
��� �[ ��[ �

� �[ � � �[ � � �[ �
･

�
� �[ �

�
� �[ � �

� �[ �
 � � �[ � � ��� �[ ��[ �

�
� �[ � �

� �[ �

���　対数の真数は正であるから　　[!�　　　　よって　　\ ORJ [[ !�

　両辺の自然対数をとって　　ORJ\ �
� ORJ[

　両辺を�[�で微分して　　
\ �

\
 �ORJ[ ･� ORJ[ � 

�ORJ[

[

　ゆえに　　\ � 
�ORJ[

[
･ ORJ [[  � �ORJ [ �[ �ORJ[

���　[!��であるから　　\ 
�
[[ !�

　両辺の自然対数をとって　　ORJ\ 
�

[
ORJ[

　両辺を�[�で微分して

　　　　
\ �

\
 � �
�

[

�
ORJ[�

�

[
･� ORJ[ � �

�
�[
ORJ[�

�

[
･
�

[
 
�� ORJ[

�[

　ゆえに　　\ � 
�� ORJ[

�[
･

�
[[  

��[ �
[ �� �ORJ[

５

S　���　VLQ�D　　���　ORJ�　　���　�　　���　ORJD��　

 解説

���　I � [  
�VLQ [ �とおくと，I � � [  �VLQ [FRV[ VLQ �[ �であるから

　　　　　　
�[ D
OLP

��VLQ [ �VLQ D

�[ D
 

�[ D
OLP

�I � [ I � D

�[ D
 I � � D  VLQ �D

���　I � [  
[� �とすると

　　　　
�[ �
OLP

�[� �

[
 

�[ �
OLP

�I � [ I � �

�[ �
 I � � �

　I � � [  
[� ORJ� �であるから　　I � � �  ORJ�

　よって　　
�[ �
OLP

�[� �

[
 ORJ�

���　I � [  ORJFRV[ �とすると

　　　　　　
�[ �
OLP

ORJFRV[

[
 

�[ �
OLP

�I � [ I � �

�[ �
 I � � �

　I � � [  
�

FRV[
･� FRV[ � �

VLQ[

FRV[
�であるから　　I � � �  �

　よって　　
�[ �
OLP

ORJFRV[

[
 �

���　I � [  ORJ
[[ �とすると　　� 与式  

�[ D
OLP
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�
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��
[

( ��[ �D

� �[ ( ��[ �D ORJD
 

�

( ��[ �D ORJD

����　\ � 
�

� �
�( �� [H �

�( �� [H �

･� �
�( �� [H �

�( �� [H �

�

　　　�� 
�( �� [H �

�( �� [H �
･

�･
[H

�( �� [H
� �( �� [H � ･� �( �� [H �

[H

�( �� [H
�

� �( �� [H �

　　　�� 
�[H � �( �� [H � [H � �( �� [H �

･� �( �� [H � � �( �� [H � �( �� [H
 

� [H

･[H �( �� [H
 

�

( �� [H

６

S　 ��[ �

 解説

 I � [ ���
� �[ � J � [ D[ E�とおくと

 I � � [ ���� �[ � J � [
�

� �[ � J � � [ D

条件から　  I � �  �D E �，  I � � �  D �

ゆえに　  D �，  E ��

よって，余りは　 ��[ �

７

S　I � � [  D，I � [  D[

 解説

I � �[ S\  I � [ �SI � \ ��……�①�とする。

①�に�\ K�を代入して　　　　　I � �[ SK  I � [ �SI � K

また，①�に�\ ��を代入して　　I � [  I � [ �SI � �

S
��であるから　　　　　　�　I � �  �

よって　　I � � [  
�K �
OLP

�I � �[ SK I � [

SK
 

�K �
OLP

I � K

K

　　　　　　　�� 
�K �
OLP

�I � �� K I � �

K
 I � � �  D

ゆえに　　I � [  ' I � � [ G[ ' DG[ D[�&　�&�は積分定数�

I � �  ��であるから　　& �　　　よって　　I � [  D[

１

S　���　\ � � �
� ��[ � ��

�[ �[ �� 　　���　\ � 
��[ �

�
� �[ �

　　���　\ � �
� �[

�
� �[ �

　　　���　\ � �
�

�� �[ � ( �[ �
　　���　\ � 

�� �[ �

( �� �[

　　　���　\ � 
�[ �

�� ���[ [ � ( ���[ [ �
　　���　\ � �[�

�� �� �[ �

( ��[ �

 解説

���　\ � �[ �
� ��[ � ��

�[ �� ･� �
� ��[ � ･�

　　　 � �
� ��[ � �[��[ �� ���

�[ ���  � �
� ��[ � ��

�[ �[ ��

���　\ 
���[ �[ �
�

� �[ �
 

���[ �
�

� �[ �
��

　よって　　\ � 
�･�� �

� �[ � ･� ���[ � �� �[ �
�

� �[ �

　　　　　　　 
���� �[ � �� ���[ �

�
� �[ �

 
��[ �

�
� �[ �

���　\ � �
�

� �
[

�[ �
･

�･� � �[ � ･[ �
�

� �[ �
 �

�

� �
[

�[ �
･
��

�
� �[ �

 �
� �[

�
� �[ �

���　\ 
� �
�

� �[ � �であるから

　　　　　\ � �
�

�

� �
�

� �[ �  �
�

�( �
� �[ �

 �
�

�� �[ � ( �[ �

���　\ � �･( �� �[ �[･
�

�

� �
�

� �� �[ ･�[ ( �� �[ �
�[

( �� �[

　　　 
�� �� �[ �[

( �� �[
 

�� �[ �

( �� �[

���　\ � 

�･� ( ���[ [ � ･･[
�

�

� �
�

� ���[ [ � � ��[ �

���[ [ �

　　　 

�( ���[ [ �
[� ��[ �

�( ���[ [ �

���[ [ �
 

��� ���[ [ � � �� �[ [

�� ���[ [ � ( ���[ [ �

　　　 
�[ �

�� ���[ [ � ( ���[ [ �

���　\ 
�

� �[ ( ��[ �

� �[ ( ��[ � � �[ ( ��[ �
 

����[ �[( ��[ � �[ �

��[ � ��[ �

　　�� � �[ ��[( ��[ � ��

　よって　　\ � �[����･( ��[ � �[･
�

�

� �
�� ��[ � �･�[

　　　　　　　 �[���( ��[ � ��
�[

( ��[ �

　　　　　　　 �[��･
�� ��[ � �[

( ��[ �
 �[�

�� �� �[ �

( ��[ �

２

S　���　\ � 
�

�� VLQ[
　　���　\ � 

�� �[ ��[ �

( ���[ �[ �
　　���　\ � 

��[ [
�
[H

�
[H

[
�

� ��
�
[H

　　　���　\ � 
�

( �� �[

 解説

���　\ � 
�� FRV[ �� �� VLQ[ FRV[ � �� VLQ[ �

�
� �� VLQ[

　　　 � �VLQ[ ･ �� �� VLQ[ FRV[･� �FRV[
�

� �� VLQ[

　　　 
��VLQ[ � ��VLQ [ �FRV [

�
� �� VLQ[

　　　 
�� VLQ[

�
� �� VLQ[

 
�

�� VLQ[

　U　関数�\ 
FRV[

�� VLQ[
�は，��VLQ[
� �すなわち�[


S

�
��QS���Q�は整数���におい

　　て微分可能な関数である。

���　\ � � �[ � �( ���[ �[ � �� �[ � � ( ���[ �[ � �

　　　 �･( ���[ �[ � �� �[ � ･ � ���[ �[ � �

�( ���[ �[ �

　　　 ( ���[ �[ � �� �[ � ･
��[ �

�( ���[ �[ �

　　　 
�
�

� ( ���[ �[ � � �[ � � �[ �

( ���[ �[ �
 

�� �[ ��[ �

( ���[ �[ �

���　\ � 

���
�
[H ･

�
[[H � ��

�
�[

�

� ��
�
[H

 
��[
�
[[H

�
[H

[
�

� ��
�
[H

���　\ ORJ)
�( �� �[ [

�( �� �[ [
 ORJ(

�
� �( �� �[ [  ORJ � �( �� �[ [ �であるから

　　　　\ � 

�
�[

�( �� �[
�

�( �� �[ [
 

�

( �� �[

３

S　
G

G[
J � I � [  �ORJ � �[ ( ��[ �

[

( ��[ �

 解説

J � I � [  
�

� � ��[ORJ � �[ ( ��[ �  [ORJ � �[ ( ��[ � �であるから

G

G[
J � I � [  �･ �ORJ � �[ ( ��[ � [･

��
�[

�( ��[ �

�[ ( ��[ �

　　　　　� ORJ � �[ ( ��[ � �[･
�( ��[ � [

� �[ ( ��[ � ( ��[ �

　　　　　� �ORJ � �[ ( ��[ �
[

( ��[ �

４

S　
�

�� �� ORJ�

 解説
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K � � [  I � � J� [ J � � [ �から　　K � � �  I � � J� � J � � � 　……�①

I � � [  
�

�� [
　……�②，

J � [  ��ORJ � ��� I � [  ��ORJ � ���� � ORJ � �� [  ��ORJ � ��� ORJ � �� [ ，

J � � [  
�

�� ORJ � �� [
･
�

�� [

よって　　J � �  ��ORJ�，J � � �  
�

�
　……�③

①，②，③�から　　K � � �  I � � �� ORJ� ･
�

�
 

�

�� � �� ORJ�
･
�

�
 

�

�� �� ORJ�

５

S　���　��[���　　���　Q[�Q

 解説

���　K � [ �を�
�

� �[ � �で割ったときの商を�4 � [ ，余りを� �$[ %�とおくと

　  K � [  ����[ ��[ � ���
� �[ � 4 � [ $[ %

　  K � � [ ��� ���[ ���  ��[ �� ��� �[ � 4 � [
�

� �[ � 4 � � [ $

　ゆえに　  K � ��  � ��$ %��  K � � ��  �� $　　よって　  $ ����  % ��

　 Q[ ���を� �
� �[ � �で割ったときの商を�4 � [ �，余りを�S[�T�とすると，次の恒等式が成

　り立つ。

���　　　 Q[ �� �
� �[ � 4 � [ �S[�T　……�①

　両辺を�[�で微分すると

　　　　 �Q �Q[  ��[ �� 4 � [ �
�

� �[ � 4 � � [ �S　……�②

　①，②�に�[ ��を代入すると　　� S�T，Q S

　よって　　S Q，T �Q

　したがって，求める余りは　　Q[�Q

　T　[�� ;�とおくと　　[ ;��

　　二項定理により　　 Q[ �� Q
� �; � ��

　　　　　　　　　　　　　��� Q; � �Q&
�Q �; �……� �Q �Q&

�; � �Q �Q& ;����

　　これを� �
� �[ � �すなわち� �; �で割ると，余りは　　 �Q �Q& ; Q�[ ��

６

S　���　略　　���　D Q，E �Q��

 解説

���　I � � [  ��[ �� 4 � [ �
�

� �[ � 4 � � [  �[ �� ��4 � [ ��[ ��� 4 � � [

　よって，I � � [ �は�[���で割り切れる。

���　J � [  
�Q �D[ � QE[ ���から　　J � � [  D�Q �� Q[ � �Q �EQ[

　J � [ �が�
�

� �[ � �で割り切れるから，

　　　　　J � [  
�

� �[ � 3 � [ ��� 3 � [ �は整式 　……�①　とおける。

　よって，����の結果より，J � � [ �は�[���で割り切れるから　　J � � �  �

　ゆえに　　D�Q �� �EQ �　……�②

　①�より，J � [ �は�[���で割り切れるから　　J � �  �

　よって　　D�E�� �　……�③

　②�③�Q�から　　D�Q �　　　　ゆえに　　D Q

　このとき，③�から　　E �D�� �Q��
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S　\ � ( ��[ �

 解説

\ � 
�

� �� [ �･( ��[ � �[ �･� ( ��[ � � ��･ � �[ ( ��[ � �
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�
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� ��[ � ��� ��[ � �

　　　　　　　　�
�
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･���

�

�

� �
�

� ��[ � �･� ��[ � �

　 
�

� �( ��[ � �[ �･
�[

�( ��[ �
�

�

�[ ( ��[ �
･�� ��

�[

�( ��[ �

　 
�

� �( ��[ � ��
�[

( ��[ �
�

�

�[ ( ��[ �
･
�[ ( ��[ �

( ��[ �

　 
����[ � �[ �

�( ��[ �
 

��[ �

( ��[ �
 ( ��[ �

２

S　���　�　　���　>略@　　���　
&

[
　　���　&ORJ[

 解説

���　  [  \ ��とすると　  I � � �I � � 　　よって　  I � � �

���　  \ !
�

[
��とすると　  I � � �I � [ I� �

�

[

　���より　  I � � ��であるから　  I� �
�

[
�I � [

���　  I � � [  
�K �
OLP

�I � �[ K I � [

K
 

�K �
OLP

�I � �[ K I� �
�

[

K �K �
OLP

I� �
�[ K

[

K

  
�K �
OLP

I� ���
K

[

K �K �
OLP" #･

�I� ���
K

[
I � �

K

[

�

[

  
�

[ �K[ �

OLP

�I� ���
K

[
I � �

K

[

 
�

[
I � � �

&

[

���　  I � [  '
&

[
G[ �&ORJ [ '��'�は積分定数�

　また　  I � �  ' ��� ![ ��より　  I � [ &ORJ[
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１

S　\ �� ��[ �� �[H ，\ ��� ���[ �� �[H

 解説

\ � �[H ��[ �[H  ��[ �� �[H �であるから

　　　\ �� � �[H ����[ �� �[H  ��[ �� �[H

　　　\ ��� � �[H ���[ �� �[H  ���[ �� �[H

２

S　���　�　　���　I � [  �
�[ ��[��

 解説

���　I � [ �の最高次の項を� QD[ ���D
���とすると，条件から　Q��

　このとき，I � � [ �の最高次の項は　　Q �Q �D[

　　　　　　I �� � [ �の最高次の項は　���Q�Q �� �Q �D[

　よって，I �� � [ ��I � � [ �の最高次の項は　　� �Q �QD[

　これが��[�に等しいから　　�QD �，Q�� �

　これを解いて　　Q �，D �　　　　したがって，I � [ �の次数は　�

���　����と条件�I � �  ��から，I � [  �
�[ �E[���とおける。

　よって　　I � � [  �[�E，��I �� � [  �

　これらを�I �� � [ ��I � � [  �[�に代入して

　　　　　　�����[ �E  �[　　　　ゆえに　　E ��

　したがって　　I � [  �
�[ ��[��

３

S　略

 解説

� �Q\  FRV� ��[
QS

�
��……�①��とする。

� �� 　Q ��のとき

　　　　　　 � ��\  \ � �VLQ[ FRV� ��[
S

�

　よって，①�は成り立つ。

� �� 　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　　　　　 � �N\  FRV� ��[
NS

�

　Q N����のとき

　　　　　　 � ��N �\  � �� �N\ � �VLQ� ��[
NS

�

　　　　　　　　�� FRV� ��� ��[
NS

�

S

�
 FRV� ��[ � �N � S

�

　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

� �� ，� �� �から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

４

S　���　
G\

G[
 
�

\
　　���　

G\

G[
 

��[ �

\
　　���　

G\

G[
 �)

\

[
　　���　

G\

G[
 �

\

[

 解説

���　両辺を�[�で微分すると　　�\･
G\

G[
 �

　よって，\
��のとき　　　��
G\

G[
 
�

�\
 
�

\

���　両辺を�[�で微分すると　　�[��\･
G\

G[
�� �

　よって　　\･
G\

G[
 �[��

　 �\  � �[ ��[�� �
�

� ��[
�

�
��!��から　　\
�

　ゆえに　　
G\

G[
 

��[ �

\

���　両辺を�[�で微分すると　　
�

�([
�

�

�(\
･
G\

G[
 �

　よって　　　　　　　　　　
�

(\
･
G\

G[
 �

�

([

　ゆえに，[
��のとき　　　��
G\

G[
 �(\

([
 �)

\

[

���　両辺を�[�で微分すると　　  ��\ ･�[
G\

G[
�

　  ��[\ � ��より， 
[ ��であるから　　  
G\

G[
�

\

[

５

S　���　�
VLQK

FRVK
　　���　

�� �W

�W

 解説

���　
G[

GK
 �D �FRV K � FRVK � ��DVLQK �FRV K

　　
G\

GK
 �D �VLQ K � VLQK � �D �VLQ KFRVK

　よって　　
G\

G[
 

G\

GK

G[

GK

 
�D �VLQ KFRVK

��DVLQK �FRV K
 �

VLQK

FRVK

���　
G[

GW
 

��W� �� �W ･� �� �W � ��W
�

� �� �W
 

�W
�

� �� �W

　　
G\

GW
 

��� �� �W ･�W � ��W
�

� �� �W
 
�� �� �W

�
� �� �W

　よって　　
G\

G[
 

G\

GW

G[

GW

 

�� �� �W
�

� �� �W

�W
�

� �� �W

 
�� �W

�W

６

S　
�

W �FRV W

 解説

　　　　　  
G[

GW
��VLQ W � �VLQ W WFRVW  WFRVW

　　　　　  
G\

GW
�FRVW � �FRVW WVLQW  WVLQ W

よって　　  
G\

G[

WVLQ W

WFRVW
 WDQ W

したがって　�　  
�G \
�G[

G

G[ � �
G\

G[
 ･

G

GW � �
G\

G[

GW

G[
 ･

G

GW � WDQW
�

G[

GW

　　　�　�　　　　���  ･
�
�FRV W

�

WFRVW

�

W �FRV W

U　一般に，  [ I � W ，  \ J � W �のとき，  
�G \
�G[

�I � � W J �� � W I �� � W J � � W
�

� �I � � W
�が成り立つ。
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��
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� ��[ �

　　　���　\ �� 
�

� ��[ � ( ��[ �
，\ ��� �

�[
�

� ��[ � ( ��[ �

　　　���　\ �� �VLQ[�FRV[，\ ��� �FRV[�VLQ[

　　　���　\ �� �� [H VLQ[，\ ��� �� [H � �VLQ[ FRV[

　　　���　\ �� �
�� ��[ �

�
� ��[ �

，\ ��� 
�[� ��[ �

�
� ��[ �

 解説
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��
�

� ��[ �

���　\ � 
�[

�( ��[ �
 

[

( ��[ �

　　\ �� 

�( ��[ � ･[
[

( ��[ �

��[ �
 

�

� ��[ � ( ��[ �

　\ �� 
�

�
�

� ��[ �

�であるから　　\ ��� �
･

�

�
( ��[ � �[

�
� ��[ �

 �
�[
�

� ��[ � ( ��[ �

���　\ � FRV[�VLQ [

　　\ �� �VLQ [�FRV[

　　\ ��� �FRV[�VLQ [

���　\ � [H FRV[� [H � �VLQ [  [H �FRV[ �VLQ [

　　\ �� [H �FRV[ �VLQ [ � [H ��VLQ [ �FRV[  �� [H VLQ [

　　\ ��� ��� �[H VLQ[ [H FRV[  �� [H � �VLQ[ FRV[

���　\ � 
�

��[ �
･�[ 

�[

��[ �

　　\ �� 
��� ��[ � ･�[ �[

�
� ��[ �

 �
�� ��[ �

�
� ��[ �

　　\ ��� �
�･� �[
�

� ��[ � ･･�� ��[ � �� ��[ � �[
�

� ��[ �

　　　�� �
�[� ��[ � � ��� ��[ � �� ��[ �

�
� ��[ �

 
�[� ��[ �

�
� ��[ �

２

S　���　Q �　　���　I � [  
�[ �� �[ ��[

 解説

���　I � [ �の最高次の項を� QD[ ��D 
� �とすると，Q���であるから

　　　　　　　I � � [ �の最高次の項は　　Q �Q �D[

　　　　　　　I �� � [ �の最高次の項は　���Q�Q �� �Q �D[

　よって，等式の左辺における最高次の項の係数は　　�QD��D �D�Q ��

　これが���であるから　　�D�Q ��  �　　　　D
��であるから　　Q �

���　����の結果から，I � [  
�D[ � �E[ � �F[ �G[�H�とおける。

　よって　　I � � [  �
�D[ �� �E[ ��F[�G

　　　　　　I �� � [  ��
�D[ ��E[��F

　これらを与えられた等式に代入して

　　　　　　�[ �� ���
�D[ ��E[ ��F �� ��[ � ��

�D[ �� �E[ ��F[ �G

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　��� �����D[ �E[ �F[ G[ H  �

　整理すると　　�� �E[ ����D��E ��F �[ ���E��F ��G [�� ���F �G �H  �

　これが�[�についての恒等式であるから

　　　　　　�E �，����D��E��F �，���E��F��G �，���F��G��H �

　よって　　E �，F ��D，G �D，H �

　ゆえに　　I � [  D�
�[ �� �[ ��[

　ここで，I � �  ��から　　�D �　　　　よって　　D �

　したがって　　I � [  
�[ �� �[ ��[

３

S　���　略　　���　略

 解説

���　 � �Q\  Q� VLQ� ���[
QS

�
��……�①�とする。

　>�@　Q ��のとき　　\ � �FRV�[ �VLQ� ���[
S

�
�であるから，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると　　 � �N\  N� VLQ � ���[
NS

�
　……�②

　　Q N���のときを考えると，②�の両辺を�[�で微分して

　　　　　　　
G

G[
� �N\  �N �� FRV� ���[

NS

�

　　ゆえに　　 � ��N �\  �N �� VLQ� ����[
NS

�

S

�
 �N �� VLQ� ���[ � �N � S

�

　　よって，Q N���のときも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

���　>�@　Q ��のとき　　\ � � ORJ[ � 
�

[

　　一方　　　 �� �
� �� ･

� �� � �
�[
 
�

[

　　よって，等式は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，等式が成り立つと仮定すると

　　　　　　 � �N\  �N �
� �� ･

� �N � �
N[

　　Q N���のとき

　　　　　　 � ��N �\  � �� �N\ � �N �
� �� ･� �N � �･� �N ･

��N �[  N
� �� ･

N�
�N �[

　　よって，Q N���のときにも等式は成り立つ。

　>�@，>�@�から，等式� � �Q\  �Q �
� �� ･

� �Q � �
Q[
�はすべての自然数�Q�について成り立つ｡

４

S　���　
G\

G[
 

�

�� �\ �
　　���　

G\

G[
 �

�
�

� �
\

[
　　���　

G\

G[
 �

�

VLQ\

　　　���　
G\

G[
 

�

�� �\ �
　　���　

G\

G[
 

��[ \

�[ � �\
　　���　

G\

G[
 
�� FRV � �[ \

FRV � �[ \

 解説

���　 �
� �\ �  [���の両辺を�[�で微分すると

　　　　　　��\ ��
G\

G[
 �　　　　　　　　�よって　

G\

G[
 

�

�� �\ �

���　
�
�[ �

�
�\  ��の両辺を�[�で微分すると

　　　　　　
�

�

� �
�[ �
�

�

� �
�\
G\

G[
 �　　　　���よって　　

G\

G[
 �

�
�

� �
\

[

���　[ FRV\ �の両辺を�[�で微分すると

　　　　　　� � �VLQ\ ･
G\

G[
　　��　　　　���よって　

G\

G[
 �

�

VLQ\

���　両辺を�[�で微分すると　　� �\･
G\

G[
��･

G\

G[

　ゆえに　　��\ ��
G\

G[
 �

　よって，\
���のとき　　
G\

G[
 

�

�� �\ �

���　両辺を�[�で微分すると　　�･\�[･
G\

G[
�� �\ ･

G\

G[
 �[

　ゆえに　　�[ �� �\
G\

G[
 �[�\

　よって，[�� �\ 
��のとき　　
G\

G[
 

��[ \

�[ � �\

���　両辺を�[�で微分すると　　� FRV � �[ \ ･�� ��
G\

G[

　よって，FRV � �[ \ 
��のとき　　
G\

G[
 

�

FRV � �[ \
�� 

�� FRV � �[ \

FRV � �[ \

５

S　���　
��W �

� �W
　　���　��( �� �W 　　���　�

�FRVK

�VLQK
　　���　�

�

�
WDQK

　　　���　
W� �� �W

�� � �W
　　���　

�

�VLQ W

 解説

���　
G[

GW
 � �W ，

G\

GW
 �W��

　よって，W
��のとき　　
G\

G[
 

��W �

� �W

���　W
���のとき　　
G[

GW
 

��W

�( �� �W
 �

W

( �� �W
，

G\

GW
 �W

　よって，W
�，W
���のとき　　
G\

G[
 

�W

�
W

( �� �W

 ��( �� �W

���　
G[

GK
 ��VLQK，

G\

GK
 �FRVK

　よって，VLQK
��のとき　　
G\

G[
 �

�FRVK

�VLQK

���　
G[

GK
 �･�

�FRV K ･� �VLQK ，
G\

GK
 �･�

�VLQ K ･FRVK
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　よって，�VLQKFRVK
��のとき　　
G\

G[
 

･� �
�VLQ KFRVK

･�� � �FRV KVLQK
 �

�

�
WDQK

���　
G[

GW
 

��� �� �W ･�W �
�W

�
� �� �W

 
�� �� � �W

�
� �� �W

　　
G\

GW
 

��W� �� �W ･�
�W � �W
�

� �� �W
 
�W� �� �W

�
� �� �W

　よって　　
G\

G[
 
�W� �� �W

�� �� � �W
 

W� �� �W

�� � �W

���　
G[

GW
 �

�� �VLQ W
�FRV W

 
�VLQ W

�FRV W
，��

G\

GW
 

�
�FRV W

　よって　　
G\

G[
 

�

�VLQ W

６

S　���　
�G \
�G[
 � �

� �W � 　　���　
�G \
�G[
 �

�

� �VLQ W

 解説

���　
G[

GW
 

�･� � �� W ･W �
�

� �� W
 

�
�

� �� W
，��

G\

GW
 

��W� �� W ･
�W �

�
� �� W

 
��W �W

�
� �� W

　ゆえに　　
G\

G[
 

��W �W
�

� �� W

�
�

� �� W

 �W ��W

　ここで　　
�G \
�G[
 

G

G[ � �
G\

G[
 

G

GW � �
G\

G[
･
GW

G[
 

G

GW � �
G\

G[
･
�

G[

GW

　よって　　
�G \
�G[
 

G

GW �
�W ��W ･

�

�
�

� �� W

 ��W �� ･
�

� �� W  � �
� �W �

���　
G[

GW
 ��VLQ W，

G\

GW
 �FRV W

　ゆえに　　
G\

G[
 �

�FRV W

�VLQ W

　ここで　　
�G \
�G[
 

G

G[ � �
G\

G[
 

G

GW � �
G\

G[
･
GW

G[
 

G

GW � �
G\

G[
･
�

G[

GW

　よって　　
�G \
�G[
 

G

GW � ��
�FRV W

�VLQ W
･

�

��VLQW
 �

�

�
･
G

GW � �
�

WDQW
･� ��

�

�VLQ W

　　　　　　　　 �
�

�
･� ��

�
�VLQ W

･� ��
�

�VLQ W
 �

�

� �VLQ W

１

S　���　�ア�　\ �� �[��，\ ��� �　　�イ�　\ �� �
�

�[� �( �[
，\ ��� 

��

�� �[ � �( �[

　　　　�ウ�　\ �� 
�� �� �[

�
� ��[ �

，\ ��� 
�[� ��[ �

�
� ��[ �

　　　　�エ�　\ �� �� [H VLQ[，\ ��� �� [H �VLQ[ �FRV[

　　　　�オ�　\ �� [H ��FRV�[ ��VLQ �[ ，\ ��� � [H ��FRV�[ ���VLQ �[

 解説

���　�ア�　\ � � �[ ��[���であるから　　\ �� �[��，\ ��� �

　�イ�　\ �  � 
�
�[
� �

�

� �
�[ �であるから

　　　\ �� 
�

�
･��  �

�

�

� �
�[ �

�

�

� �
�[  �

�

�[� �( �[

　　　\ ��� �
�

�
･��  �

�

�

� �
�[

��

��

� �
�[  

��

�� �[ � �( �[

　�ウ�　\ � 
�[

��[ �
�であるから

　　　\ �� 
�� ���[ � ･[ �[

�
� ��[ �

 
�� �� �[

�
� ��[ �

　　　\ ��� � ��� �� �[ ��
� ��[ � � �� ��[ ��

� ��[ � ���� � �[ � �� ��
� ��[ � ･�[

　　　　� ��[ ��
� ��[ � �

�[ ������ �� �[  
�[� ��[ �

�
� ��[ �

　�エ�　\ � [H FRV[� [H VLQ[ [H �FRV[ �VLQ[ �であるから

　　　\ �� [H �FRV[ �VLQ[ � [H ��VLQ[ �FRV[  �� [H VLQ[

　　　\ ��� �� [H VLQ[�� [H FRV[ �� [H �VLQ[ �FRV[

　�オ�　\ � [H VLQ �[� [H FRV�[ ･� 
[H �VLQ �[ ��FRV�[

　　\ �� [H �VLQ �[ ��FRV�[ � [H �FRV�[ ･���VLQ �[ ･�

　　　� [H ��FRV�[ ��VLQ �[

　　\ ��� [H ��FRV�[ ��VLQ �[ � [H ���VLQ �[ ･���FRV�[ ･�

　　　�� [H ���FRV�[ ���VLQ �[  � [H ��FRV�[ ���VLQ �[

���　条件より，\ J � [ �に対して�[ FRV\ �が成り立つから

　　　　　　
G\

G[
 
�

G[

G\

 �
�

VLQ\

　S�\��S�であるから　　VLQ\��

　ゆえに　　VLQ\ �( �� �FRV \  �( �� �[

　よって　　J � � [  
G\

G[
 �

�

VLQ\
 

�

( �� �[

　また�　　　J �� � [  � �
� �
�� �� �[
�
 �

�

�

� �
�� �� �[ � ��[  

[

( �
� �� �[

２

S　���　略　　���　D ��，E �

 解説

���　\ � 
�

�[ ( ��[ � �� ��
�[

�( ��[ �
 

�

�[ ( ��[ �
･
�[ ( ��[ �

( ��[ �
 

�

( ��[ �

　　\ �� � �
� �
�

� ��[ �
�
 �

�

�

� �
�

� ��[ � ･�[ �
[

� ��[ �( ��[ �

　よって　　�
�[ �� \ ���[\ � �

[

( ��[ �
�

[

( ��[ �
 �

　ゆえに，等式��
�[ �� \ ���[\ � ��は成り立つ。

���　\ � � �[H � [H ，\ �� � �[H � [H �であるから

　　　　\ ���D\ ��E\ ��
�[H � [H �D��

�[H � [H �E�
�[H � [H

　\ ���D\ ��E\ ��から　　��D�E �� �[H ��D�E �� [H  �

　これがすべての�[�に対して成り立つから

　　　　�D�E�� ���……�①，D�E�� ���……�②

　①，②�を解いて　　D ��，E �

３

S　���　 � �Q\  Q�　　���　 � �Q\  Q�･
Q� ��Q �
� �� �[ 　　���　 � �Q\  �Q �D �Q �D[ D[H

 解説

���　Q �，�，��のとき，順に

　　　　　\ � [ � �，\ �� � 
�[ �� � �[ � �･�，\ ��� � 

�[ ��� �� 
�[ �� �･�･�

　したがって， � �Q\  Q���……�①�と推測できる。

　>�@　Q ��のとき　　\ � ���であるから，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　　　　　　 � �N\  N�　すなわち　
NG

G N[
N[  N�

　　Q N���のときを考えると，\ �N �[ �で�� 
�N �[ � �N �� N[ �であるから

　　　 � ��N �\  
NG

G N[ � �
G

G[
�N �[  

NG

G N[
��N ��� N[  �N ��

NG

G N[
N[  �N �� N� � �N � �

　　よって，Q N���のときも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立ち　　 � �Q\  Q�

���　\ ��
� �� �[ �であるから

　\ � � ��
� �� �[ ･� ��  � ��

� �� �[

　\�� �･� �� ��
� �� �[ ･�� �  �･

�� ��
� �� �[

　\ ��� �･
�� ･� �� ��

� �� �[ ･� ��  �･�･
�� ��
� �� �[

　よって， � �Q\  Q�･
Q� ��Q �
� �� �[ 　……�①　と推測できる。

　>�@　Q ��のとき，\ � � ��
� �� �[  ��･

�� ��� �
� �� �[

　　であるから，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　　　　　　　 � �N\  N�･
N� ��N �
� �� �[ 　……�②

　　Q N���のときを考えると，②�の両辺を�[�で微分して

　　　�� � ��N �\  N�･
N� ･��N �� ��N �

� �� �[ ･� ��

　　　　　　 � �N � �･ � ��N �� ��� ��N � �
� �� �[

　　ゆえに，Q N���のときも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�に対して�①�は成り立つ。

　したがって　　 � �Q\  Q�･
Q� ��Q �
� �� �[

���　\ � D[H �D[ D[H  �� �D[ D[H 　……�①

　\ �� D D[H �D�� �D[ D[H  D�� �D[ D[H

　\ ��� D�D
D[H �D�� ��D[ D[H  �D �� �D[ D[H
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　よって， � �Q\  �Q �D �Q �D[ D[H ��……��$��と類推される。

　�$��を，数学的帰納法によって証明する｡

　>�@　Q ��のとき，①�から，�$��は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，�$��が成り立つと仮定すると

　　　　　　 � �N\  �N �D �N �D[ D[H

　　　Q N���のとき

　　　　　 � ��N �\  � �� �N\ � �N �D �
D[DH �D�N ��D[ D[H

　　　　　　　� �N �D ･D���N �D[ D[H

　　　　　　　� ND ��N �� ��D[ D[H

　　　よって，Q N���のときにも��$��は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について��$��は成り立つ。

　ゆえに　　 � �Q\  �Q �D �Q �D[ D[H

４

S　
G\

G[
，

�G \

G �[
�の順に　　���　

�

�\
，�

�

� �\
　　���　

[

\
，�

�
�\

　　　���　�
�[ �

\
，�

�
�\
　　���　

�� �\

��[ �
，
�� ��\ �

�
� ��[ �

 解説

���　 �\  [�の両辺を�[�で微分すると　　�\
G\

G[
 �

　よって，\
��のとき　　
G\

G[
 
�

�\

　また，この両辺を�[�で微分すると　　
�G \

G �[
 �

\ �

� �\
 �

�

� �\
･
�

�\
 �

�

� �\

���　 �[ � �\  ��の両辺を�[�で微分すると　　�[��\
G\

G[
 �

　よって，\
��のとき　　
G\

G[
 

[

\

　また，この両辺を�[�で微分すると

　　　　
�G \

G �[
 

�･� \ [\ �
�\

 

�\
�[

\
�\
 

��\ �[
�\
 �

�
�\

���　 �
� �[ � � �\  ��の両辺を�[�で微分すると　　��[ �� ��\

G\

G[
 �

　よって，\
��のとき　　
G\

G[
 �

�[ �

\

　また，この両辺を�[�で微分すると

　　　　
�G \

G �[
 �

�･� \ � �[ � \ �
�\

 �

�\
�

� �[ �

\
�\

 �
��\ �

� �[ �
�\

 �
�
�\

���　�[\��[��\ ��の両辺を�[�で微分すると　　��\ ��[
G\

G[
����

G\

G[
 �

　よって　　��[ ��
G\

G[
 ���\　　　　ゆえに　　

G\

G[
 
�� �\

��[ �

　また，この両辺を�[�で微分すると

　　　　
�G \

G �[
 

���\ �� ��[ � ･� �� �\ �
�

� ��[ �
 

�･･��
�� �\

��[ � � ��[ � �� �� �\

�
� ��[ �

　　　　　　 
�� ��\ �

�
� ��[ �

５

S　
�

�

 解説

�[ ��[ �� �
� �\ � [  ���……�①�とする。

①�に�[ ��を代入すると　　 �
� �\ � �  �　　　　よって　　\ � �  �

①�の両辺を�[�で微分すると　　　� �[ � �
� �\ � [ ���[ �� \ � � [

�
� �\ � [  �　……�②

②�に�[ ��を代入すると　　 �
� �\ � � ��\ � � �

�
� �\ � �  �

\ � �  ��であるから　　　　���\ � � �  �　すなわち　\ � � �  �
�

�

②�の両辺を�[�で微分すると

　　�[��\ � � [
�

� �\ � [ ��\ � � [
�

� �\ � [ ���[ �� \ �� � [
�

� �\ � [ ���[ �� �
� �\ � � [ \ � [  �

これに�[ ��を代入すると

　　�\ � � �
�

� �\ � � ��\ �� � �
�

� �\ � � �� �
� �\ � � � \ � �  �

\ � �  �，\ � � �  �
�

�
�であるから　　�･� ��

�

�
･
�� ��\ �� � � ･

�� ��･
�

� ��
�

�
･� �

ゆえに　　����\ �� � � �
�

�
 �　　　　よって　　\ �� � �  

�

�

６

S　���　�
�

��[ �
　　���　�

E
�D �VLQ K

　　���　�
�� �W � � ��� �W �W �

�
� �� W

�WH

 解説

���　[WDQ\ ��の両辺を�[�で微分すると

　　　　　　　WDQ\�[･
�
�FRV \

･
G\

G[
 �　……�①

　条件から　　[!�，FRV\!�

　よって　　　WDQ\ 
�

[
，

�
�FRV \
 �� �WDQ \ ��

�

� �
�

[
 

��[ �
�[

　①�に代入して　　
�

[
�[･

��[ �
�[

･
G\

G[
 �　　　ゆえに　　

G\

G[
 �

�

��[ �

���　
G[

GK
 �DVLQK，

G\

GK
 EFRVK

　よって，VLQK
��のとき　　
G\

G[
 �

EFRVK

DVLQ K

　したがって　　
�G \

G �[
 

G

G[ � �
G\

G[
 

G

G[ � ��
EFRVK

DVLQ K
 

G

GK � ��
EFRVK

DVLQ K
･
GK

G[

　　　　　　　　　　 �
E� ��VLQ KVLQ K FRVKFRVK

D �VLQ K
･

�

�DVLQ K

　　　　　　　　　　 �
E� ��VLQ K �FRV K

�D �VLQ K
 �

E
�D �VLQ K

���　
G[

GW
 � �WH ��� �W �WH  �� �W �WH

　　
G\

GW
 

��� �� W � �� W
�

� �� W
�WH �

�� W

�� W
･�

�WH  
��� �� �� W � �� W

�
� �� W

�WH  
�� � �W

�
� �� W

�WH

　よって　　
G\

G[
 
�� � �W

�
� �� W

･
�WH ･

�

� �� W �WH
 
�� � �W

�
� �� W

�WH

　したがって　　
�G \
�G[
 

G

G[ � �
G\

G[
 

G

G[ � �
�� � �W

�
� �� W

�WH  
G

GW � �
�� � �W

�
� �� W

�WH ･
GW

G[

　　　　　　　�　　　 �
���W �

� �� W ･� �� � �W � �
� �� W

�
� �� W

�WH �
�� � �W

�
� �� W �･�

�WH ･
WH

�� W

　　　　　　　　　　� 
����W� �� W �� �� � �W �� �� � �W � �� W
�

� �� W
･

�WH

�� W

　　　　　　　　　　� �
�� ���� �W � �W �W �

�
� �� W

�WH  �
�� �W � � ��� �W �W �

�
� �� W

�WH
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S　���　I � � [  
�

( �� �[
　　���　�

�

( ��[ �

 解説

���　逆関数を�\ I � [ �とすると　　[ ��I � \  VLQ \

　よって　　I � � [  
G\

G[
 
�

G[

G\

 
�

FRV\

　�
S

�
�\�

S

�
�であるから　　FRV\��

　ゆえに　　I � � [  
�

( �� �VLQ \
 

�

( �� �[

���　J � [  
G

G[
I � [  

�

� �
[H ��
�
[H

　\ 
�

� �
[H ��
�
[H
�とおくと　　 �[H �� [\H �� �

　 [H !��であるから　　 [H  \�( ��\ �

　よって　　　　　　　[ ORJ � �\ ( ��\ �

　[�と�\�を入れ替えて　　\ ORJ � �[ ( ��[ �

　よって　　K � [  ORJ � �[ ( ��[ �

　したがって

　　　　　　
G

G[
K � [  

�

�[ ( ��[ � �� ��
�[

�( ��[ �
 

�

( ��[ �

　　　　　　
�G
�G[
K � [  �

�

�

��
�

� ��[ � ･�[ �[
� �
�

� ��[ �

　　　　　　
�G
�G[
K � [  �

��
�

� ��[ � �
�

�
[

� �
�

� ��[ � ･�[ 
� �
�

� ��[ � ��
�[ ��

　よって　　�
�[ ��

�G
�G[
K � [ ��[

�G
�G[
K � [

　　　　　 �
�[ ��

��
�

� ��[ � ��
�[ �� ��[� ��[

� �
�

� ��[ �

　　　　　 
��
�� ��[ � ��

�[ �� �� �[  
��
�� ��[ � ��

�[ ��  �
��
�� ��[ �

　　　　　 �
�

( ��[ �

２

S　���　略　　���　 � ��I � �  �����， � ���I � �  �

 解説

���　与えられた等式を�①�とする。

　>�@　Q ��のとき，I � � [  
�

�[ ( ��[ � �� ��
�[

�( ��[ �
 

�

( ��[ �
，

　　I �� � [  � �
��
�� ��[ �
�
 �

�

�

� �
�� ��[ � ･�[ �

[

� ��[ �( ��[ �
�であるから

　　� ①�の左辺  �
�[ �� I �� � [ �[I � � [  �

[

( ��[ �
�

[

( ��[ �
 �

　　よって，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　　　　　���
�[ �� � ��N �I � [ ���N �� [ � �NI � [ �

�
� �N � � ��N �I � [  �

　　両辺を�[�で微分すると

　　��[ � ��N �I � [ ��
�[ �� � ��N �I � [ ���N �� � � �NI � [ ��[ � ��N �I � [ �

�
� �N � � �NI � [  �

　　よって　���
�[ �� � ��N �I � [ ���N�� �� � ��N �[I � [ ����N �� �� �

� �N � � �NI � [  �

　　ゆえに　���
�[ �� � ��N �I � [ ���N �� [ � ��N �I � [ �

�N � �NI � [  �

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，任意の自然数�Q�に対して�①�が成り立つ。

���　①�の両辺に�[ ��を代入して　　 � ��Q �I � � �
�

� �Q � � ��Q �I � �  �

　よって　　�� � ��Q �I � �  �
�

� �Q � � ��Q �I � � 　……�②

　ここで，I � � [  
�

( ��[ �
�であるから　I � � �  �

　ゆえに，②�から

　　　　 � ��I � �  �
�� ･I � � �  ��， � ��I � �  �

�� � ��I � �  ��� ��  �，

　　　　 � ��I � �  �
�� � ��I � �  ���･� ����，

　　　　 � ��I � �  �
�� � ��I � �  ���� ����  �����

　また， � ��I � �  I � �  �，②�から　　 � ��I � �  �， � ��I � �  �
�� � ��I � �  �

　同様にして　　 � ��I � �  �， � ��I � �  �， � ���I � �  �
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S　�ア�　�　　�イ�　�　　�ウ�　�　　�エ�　�　　�オ�　�　　�カ�　�

 解説

関数�I � [ �が�  [ ��で連続であるとき　　  
�[ ��
OLP I � [ I � �

よって　　  
�[ ��
OLP

VLQS[VLQ
S

�
[� �[ � VLQ

S

� � �[ �

�
� �S[� �[ �

D

 
�W �
OLP
VLQ W

W
ア��であるから

　　
�[ ��
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S

�
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�[ ��
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� � �[ �
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･
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�

�

ゆえに　　  D
イ�
ウ�

また，I � [ �が�  [ ��で微分可能であるとき，  [ ��で連続である。

よって　　  
�[ �� �
OLP I � [ I � �

ゆえに　　  
�[ ���
OLP

VLQS[VLQ
S

�
[� �[ � VLQ

S

� � �[ �

�
� �S[� �[ �

E

　　　　　
�[ �� �
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VLQS[VLQ
S

�
[� �[ � VLQ

S

� � �[ �

�
� �S[� �[ �

　　　　 
�[ �� �
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S

�
[� �[ �

S

�
[� �[ �

･
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S

� � �[ �

S

� � �[ �
･
�

�[

　　　　 �･�･�･
�

�
 �

したがって　　  E エ�

I � [ �は�  [ ��で微分可能であるから，

�[ �� �
OLP

�I � [ I � �

�[ �
�と�

�[ �� �
OLP

�I � [ I � �

�[ �
�が存在して，その値が等しい。

　　　　
�[ �� �
OLP

�I � [ I � �

�[ �
 

�[ �� �
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�FS� �[ �
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�[ �� �
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�I � [ I � �

�[ �
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･

S

�� �[ �
 �
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･
S

�[

よって　　
�[ �� �
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S　  $ ��I � � � ，  $ ��

 解説

 $
�K �
OLP

��I � �� �K I � � � ���I � �� �K I � � �

K

 
�K �
OLP� ����� �

�I � �� �K I � �

��K
�� �

�I � �� �K I � �

�K

 ���I � � � �I � � �

 ��I � � �

ここで，  I � � [
�[

�� �[
�から　  I � � �

�

�

ゆえに　  $ ��

３

S　�ア�　�　　�イ�　�

 解説

�ア�　  
�K ��
OLP

�I � �K I � ��K

K �K ��
OLP

���I � �K I � � I� ��K I � �

K

 ��
�K ��
OLP

�I � �K I � �

�K
�
�K ��
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�I� ��K I � �

� ��K
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　  ��
�V ��
OLP

�I � V I � �

V
�
�W ��
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�I � W I � �

W
 ��� � �� � �� �
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�K ��
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 ��
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� �K �K ��
OLP � ��
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�K I � �
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K

　  � �K V，  �K W�とおくと�K ���のとき�V ��，W ���から

　  ��
�V ��
OLP

�I � V I � �

V �W ��
OLP � ��

�I � W I � �

W
�
(W  ��� � � ��� �� � �

４
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�2 �

�
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S　���　略

　　　���　�図�

　　　���　微分可能である

 解説

���　
�K ��
OLP

�I � �� K I � �

K
 

�K ��
OLP

�K �

K
 

�K ��
OLP

K

K
 �，

　　
�K ��
OLP

�I � �� K I � �

K
 

�K ��
OLP

�K �

K
 

�K ��
OLP

�K

K
 ��

　よって，
�K ��
OLP

�I � �� K I � �

K



�K ��
OLP

�I � �� K I � �

K
�であるから，

　
�K �
OLP

�I � �� K I � �

K
�は存在しない。

　したがって，I � [ �は�[ ��において微分可能でない。

[�

�\

�2 �

�

��

��

���　[���のとき　　\ �[

　　[���のとき　　\ � �[

　よって，\ [[ �のグラフの概形は，右の図のように

　なる。

���　P�は自然数であるから

　　　
�K ��
OLP

�J � �� K J � �

K
 

�K ��
OLP

PK ･ �K �

K
 

�K ��
OLP PK  �，

　　　
�K ��
OLP

�J � �� K J � �

K
 

�K ��
OLP

PK ･ �� �K �

K
 

�K ��
OLP � � PK  �

　よって，
�K ��
OLP

�J � �� K J � �

K
 

�K ��
OLP

�J � �� K J � �

K
 ��であるから，極限値�

　
�K �
OLP

�J � �� K J � �

K
�が存在する。

　したがって，J � [ �は�[ ��において微分可能である。
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 解説

���　  I � �[  ORJ
�� [

�� [
 ORJ

��

� �
�� [

�� [
 �ORJ

�� [

�� [
�I � [

　ゆえに，I � [ �は奇関数である．

���　 ��� �[ ��から　 !�� [ �， !�� [ �

　よって　　  I � [ �ORJ � �� [ ORJ � �� [

　ゆえに　  I � � [ �
�

�� [

��

�� [

  �
�

�� [

�

�� [
 

�� �� [ � �� [

� �� [ � �� [

�

�� �[

���　  I � �  ORJ� ��から　与式  
�[ �
OLP

�I � [ I � �

�[ �
I � � �

　����から　  I � � �  
�

�� ��
�

　よって，求める値は　�

６

S　���　 �I � [  
�[ ��[　　���　 �Q �D  QD ��， �Q �E  QD � QE

　　　���　� QD  ��Q �� ， QE  �Q �� �Q ��

 解説

���　 [H �I � [  
G

G[ � 
[H �I � [  

G

G[ � 
�[ [H  � [[H � �[ [H  �

�[ ��[ [H

　よって　　　 �I � [  
�[ ��[

���　 [H �Q �I � [  
G

G[ � 
[H QI � [  

[H � QI � [ �� QI �� [

　よって　　　 �Q �I � [  QI � [ � QI �� [ 　……�①

　 QI �� [  �[� QD �であるから，①�より

　　　　　　　　 �[ � �Q �D [� �Q �E  �
�[ � QD [ � QE ��[� QD

　整理すると　　� �Q �D � QD �� [�� �Q �E � QE � QD  �

　これが�[�についての恒等式であるから　　 �Q �D � QD �� �，�� �Q �E � QE � QD  �

　よって　　 �Q �D  QD ����……�②，�� �Q �E  QD � QE ��……�③

���　 �I � [  
�[ �から　　 �[ � �D [� �E  

�[ 　　　　よって　　 �D  �E  �　……�④

　②，④�より，� �QD �は初項��，公差���の等差数列で

　　　　　　� QD  ���Q �� ･� ��Q ��

　③�から　　 �Q �E � QE  ��Q ��

　ゆえに，Q���のとき

　　　　　　 QE  �E �
 N �

�Q �

& �� �N �  ����
�

� �Q �� Q��Q ���

　　　　　　　 �Q �� �Q �� 　……�⑤

　初項は� �E  ��であるから，⑤�は�Q ��のときにも成り立つ。

　したがって　　 QE  �Q �� �Q ��
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 解説

\ �[H �DVLQ�[ �EFRV�[ �より

　　　　\ � �[H ･�･�DVLQ�[ �EFRV�[ � �[H �D･�FRV�[�E ･�VLQ�[

　　　　　 �[H ���D ��E VLQ�[���D ���E FRV�[

よって　 �[H ���D ��E VLQ�[���D ���E FRV�[  �[H VLQ�[

これが�[�についての恒等式となるとき　　�D��E �，�D��E �

これを解くと　　D 
ア �

��
，E 

イ

�
�

��

８

S　���　I � � [  
�

�

� �
�[ 　　���　I � � [  

�

�

� �
�[

 解説

���　I � � [  
�K �
OLP

�
�
�

� �[ K
�
�[

K
 

�K �
OLP � ��

�
�

� �[ K
�
�[ � ���

�
�

� �[ K
�
�

� �[ K
�
�[

�
�[

K� ���
�
�

� �[ K
�
�

� �[ K
�
�[

�
�[

　　　　� 
�K �
OLP

��[ K [

K� ���
�
�

� �[ K
�
�

� �[ K
�
�[

�
�[
 

�K �
OLP

�

��
�
�

� �[ K
�
�

� �[ K
�
�[

�
�[

　　　　� 
�

�
�
�[
 
�

�

� �
�[

���　I � [ ･�I � [ �･I � [  [�の両辺を�[�で微分すると

　　　　　　I � � [ �I � [ �･I � [ �I � [ � �･I � [ I � [ � �

　よって　　I � � [
�

� �I � [ �I � [ �I � � [ ･I � [ �I � [ �･I � � [  �

　ゆえに　　�I � � [
�

� �I � [  �　　　I � [ 
��であるから　　I � � [  
�

� �
� �I � [

 
�

�

� �
�[

９

S　���　>略@　　���　>略@　　���　>略@

 解説

���　  � �� [ � ���� [ �……�
Q[  �� ���� [ �……�

Q[ [� ���� [ �……�
Q[ �� �Q �[

章末問題Ａ

-135-



　ゆえに　  � �� [ I � [ �� �Q �[ �……�①

���　①�の両辺を�[�で微分すると　  ��I � [ � �� [ I�� [ �� �Q � Q[

　よって　  � �� [ I�� [ �I � [ � �Q � Q[ �……�②

　 
[ ��であるから，①�により　  I � [
�� �Q �[

�� [

　これを�②�に代入して　  � �� [ I�� [ �
�� �Q �[

�� [ � �Q � Q[

 
���� �Q �[ � �Q � Q[ � �Q � �Q �[

�� [

 
��QQ[ � �[ � � Q[

�� [

　 
[ ��であるから　  I�� [
��QQ[ � �[ � � Q[

�
� �� [

���　  I�� [ ����� �[ � �[ �……�
�Q �Q[

　よって，����から　  ����� �[ � �[ �……�
�Q �Q[

��QQ[ � �[ � � Q[
�

� �� [

　  [
�

�
�を代入すると

　  ����� ･�
�

�
･�

�

� �
�

�
�……� Q

�Q �

� �
�

�

��･･Q
Q

� �
�

� � ��
�

�
�

Q

� �
�

�
�

� ���
�

�

　　　　　　　　　　　　　　　　　  �� ����
Q

� �
�

�
Q

�Q �

� �
�

�

　 !
Q

� �
�

�
���� !Q

�Q �

� �
�

�
���であるから　 ������

�

�

�
��
�……�

Q
�Q ��

�

　両辺を���で割ると　 �����
�

�

�
��

�
��
�……�

Q
Q�
�

10

S　ORJD�
�

D
[�

�

� �D
�[

 解説

I � [  ORJ � �( ��D �[ [ �から　　I � �  ORJ( �D  ORJ D

D!��であるから　　I � �  ORJD

　　　I � � [  
�

�( ��D �[ [
･�

�[

�( ��D �[ ���

　　　　����� 
�[ ( ��D �[

� �( ��D �[ [ ( ��D �[
 

��

( ��D �[
 �

� �
�� ��D �[

よって　　I � � �  �
��
�

� 
�D  �

�

D

　　　I �� � [  �� ��
�

�

��
�

� ��D �[ ･�[ [
� �
�

� ��D �[

よって　　I �� � �  �･
��
�

� 
�D  �

　　　I ��� � [  �･
��
�� ��D �[ �[･��

�

�

� �
�� ��D �[ �･�[  

��
�� ��D �[ ��

�D � �[ ��� �[

　　　　　　 
��
�� ��D �[ �

�D �� �[

よって　　I ��� � �  
� �
�

� 
�D ･

�D  
�
�D

したがって　　I � � �I � � � [�
I �� � �

��
�[ �

I ��� � �

��
�[  ORJD�

�

D
[�

�

� �D
�[

11

S　D �，E 
�

�
，F �

 解説

I � � [  �VLQ[，J � � [  �
D� ��E[ F

�
� ���E[ F[ �

I � �  J � � ����から　　� D　　��……�①

I � � �  J � � � �から　　� �DF　……�②

①，②�から　　D �，F �

よって，J � � [  �
�E[

�
� ��E[ �

�であるから

　　　　　J �� � [  �
�E� ���� ��E[ � [･�� ��E[ � ･�E[

�
� ��E[ �

 �
�E� ���E[ � � �E[

�
� ��E[ �

　　　　　　　�� 
�E� �� �E[ �

�
� ��E[ �

また　　　I �� � [  �FRV[

よって，I �� � �  J �� � � �から　　�� ��E　　　　ゆえに　　E 
�

�

したがって　　D �，E 
�

�
，F �

12

S　���　I � [  ( �� �FRV[ 　　���　
G

G[
I � [  

�

5
　　���　�

 解説

$

% &
I � [

� [

5
�

���　余弦定理により

　　　 �
� �I � [  �� � �� ��･�･�･FRV[ ���FRV[

　I � [ !��であるから　　I � [  ( �� �FRV[ 　……�①

���　
G

G[
I � [  

��� �VLQ[

�( �� �FRV[
 

�VLQ[

( �� �FRV[

　ここで，正弦定理により　　
I � [

VLQ [
 �5

　よって，①�から　　( �� �FRV[  �5VLQ[

　ゆえに　　
G

G[
I � [  

�VLQ[

�5VLQ[
 
�

5
　……�②

���　正弦定理により　　
�

VLQ&
 �5　すなわち　

�

5
 VLQ&

　よって，②�から　　
G

G[
I � [  VLQ&

　ゆえに，���&������のとき�
G

G[
I � [ �は�& ����で最大値���をとる。

　このとき�$ ���，% ����で，確かに�△$%&�が存在する。

13 [横浜市立大]

S　証明略， QD  Q�Q ��

 解説

I � [  
�[ [H �に対し， QD �を定数として

　　　　　　 � �QI � [  
�[ [H ��Q[ [H � QD

[H 　……�①

とする。

>�@　Q ��のとき　　I � � [  �[
[H � �[ [H

　よって， �D  ��とすると，①�が成り立つ。

>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると，定数� ND �があり

　　　　　　 � �NI � [  
�[ [H ��N[ [H � ND

[H 　……�②

　と表される。

　Q N���のときを考えると，②�の両辺を�[�で微分して

　　　　　　 � ��N �I � [  �[
[H � �[ [H ��N [H ��N[ [H � ND

[H

　　　　　　　　　��� �[ [H ���N �� [ [H �� ND ��N [H

　 ND ��N�は定数であるから，これを� �N �D �とおくと，①�は�Q N���のときも成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について， QD �を定数として�①�が成り立つ。

次に，以上のことから　　 �Q �D  QD ��Q　　　　ゆえに　　 �Q �D � QD  �Q

よって，Q���のとき　　� QD  �D �
 N �

�Q �

& �N ���･
�

� �Q �� Q Q�Q �� 　……�③

③�で�Q ��とすると　　 �D  �

>�@�より� �D  ��であるから，③�は�Q ��のときも成り立つ。

したがって　　 QD  Q�Q ��

14

S　�ア�　
�

�
　　�イ�　 Q

� (� 　　�ウ�　
Q

�
　　�エ�　 �Q �

� (� 　　�オ�　
�Q �

�

 解説

　　 � ��\  [H FRV[� [H VLQ[ [H �FRV[ �VLQ[  (�
[H FRV� ��[

ア �

�
S

　　 � ��\  (� �
[H FRV� ��[

S

� �� [H VLQ� ��[
S

�
 (�

[H �FRV� ��[
S

� ��VLQ� ��[
S

�

　　　� (�
[H ･(� FRV� ��� ��[

S

�

S

�
 �

� (�
[H FRV� ��[

�

�
S

よって， � �Q\  Q
� (�

[H FRV� ��[
Q

�
S 　……�①�と推測できる。

これを，数学的帰納法で示す。

>�@　Q ��のとき

　 � ��\  (�
[H FRV� ��[

�

�
S �により，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき

　①�が成り立つと仮定する。

　 � �N\  N
� (�

[H FRV� ��[
N

�
S �の両辺を�[�で微分すると

　　　　 � ��N �\  N
� (�

[H FRV� ��[
N

�
S � N

� (�
[H VLQ� ��[

N

�
S

　　　　　　� N
� (�

[H �FRV� ��[
N

�
S ��VLQ� ��[

N

�
S

　　　　　　� N
� (�

[H ･(� FRV� ��� ��[
N

�
S

S

�
 �N �

� (�
[H FRV� ��[

�N �

�
S

　よって，Q N���のときも，①�は成り立つ。
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>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�に対して， � �Q\  Q
� (�

[H FRV� ��[
Q

�
S �が成り立つ。

したがって　　 � �Q\  イ Q
� (�

[H FRV� ��[
ウ Q

�
S 　……�②

次に，\ [H �FRV[ �VLQ[ �のとき，\ (�
[H FRV� ��[

S

�
であるから，[�

S

�
 W�とお

けば　　\ (�
S
�H ･

WH FRVW

ここで　　 � ��\  
G\

G[
 

G\

GW
･
GW

G[
 

G\

GW
･� 

G\

GW

よって，これを繰り返すことにより　　 � �Q\  
QG \
QGW

したがって，②�より　　 � �Q\  (�
S
�H ･

Q
� (�

WH FRV� ��W
Q

�
S

よって　　 � �Q\  �Q �
� (�

S
�H ･

�[ S
�H FRV� ��� ��[

S

�

Q

�
S

　　　　　　�� �Q �
� (�

[H FRV� ��� ��[
�Q �

�
S

S

�
 エ �Q �

� (�
[H VLQ� ��[

オ �Q �

�
S

15

S　���　 QD  Q　　���　
�

�H �

 解説

���　　 � ��I � [  �･
�[H �[� � �[H  �� �[ � �[H

　　　 � ��I � [  �� ��･�
�[H � �[ � � � �[H  �[ �� �[H

　　　 � ��I � [  �･
�[H ��[ �� � � �[H  �� �[ � �[H

　よって， � �QI � [  
Q

� �� �[ �Q �[H ��……�①���と推測される。

　この推測が正しいことを，数学的帰納法によって証明する。

　>�@　Q ��のとき

　　 � ��I � [  �� �[ � �[H �であるから，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つ，すなわち

　　　　　　 � �NI � [  
N

� �� �[ �N �[H ��……�②　��と仮定する。

　　Q N���のときを考えると，②�により

　　　　　　 � ��N �I � [  
N

� �� ��･
�[H ��[ �N � �� �[H  N

� �� � ��� ��[ N � �[H

　　　　　　　　　�� �N �
� �� �[��N ��� �[H

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

　ゆえに　　 � �QI � [  
Q

� �� �[ �Q �[H

　 � �QI � [  ��とすると　　 Q
� �� �[ �Q �[H  �

　これを解くと　　[ Q　　　　したがって　　 QD  Q

���　
 Q �



&
I � QD

Q
 

 Q �



&

�QQH

Q
 

 Q �



&
Q

� �
�

H
 

�

H

��
�

H

 
�

�H �

16

S　���　I � � �  �H，I �� � �  
�

�
H　　���　J � � �H  

�

�H
，J �� � �H  �

�

�� �H

 解説

���　I � [  
[
�[H �から　　I � � [  �･

[
�H �[･

�

�

[
�H  
�

� �[ ��
[
�H ，

　　　　　　　　　　　I ��� [  
�

�
･

[
�H �
�

� �[ �� ･
�

�

[
�H  
�

� �[ ��
[
�H

　よって　　I � � �  
�

� �� ��
�
�H  �H，　I �� � �  

�

� �� ��
�
�H  
�

�
H

���　J � [ �は�I � [ �の逆関数であるから，\ J � [ �とおくと　　[ I � \

　両辺の関数を�[�で微分すると　　� I � � \ ･
G\

G[

　よって　　
G\

G[
 

�

I � � \
　　　　すなわち　J � � [  

�

I � � \

　さらに，この両辺の関数を�[�で微分すると

　　　　J ��� [  
�I �� � \

�
� �I � � \

･
G\

G[
 
�I �� � \

�
� �I � � \

･
�

I � � \
 �

I �� � \
�

� �I � � \

　ここで，I � �  �H�であるから，[ �H �のとき　　\ J � �H  �

　ゆえに，����より　　J � � �H  
�

I � � �
 
�

�H
，

　　　　　���　　　　��J �� � �H  �
I�� � �

�
� �I� � �

 �
�

�
H･

�
�

� �H
 �

�

�� �H

　U　�J � [ �の定義域�

　　[!��において，I � � [  
�

� �[ ��
[
�H !��であるから，関数�I � [ �は単調に増加する。

　　また　　I � �  �，
�[ 
OLPI � [  

　　これと，I � [ �が連続であることから，関数�\ I � [ �の値域は　　\��

　　したがって，その逆関数�J � [ �の定義域は　　[��

17

S　�ア�　��　　�イ�　
�

�

 解説

 
G

G[
( ��[ �  

�[

�( ��[ �

[

( ��[ �
，

 
G

G[
( �

� � ��[ ��  ･
�

�

�
�� � ��[ �� �[ �[( ��[ � ��から

 
�G
�G[
( �

� � ��[ �� �� ��( ��[ �
�[

( ��[ �

 
��� � �� �[ ��

( ��[ �

与式は　  �
�D[

( ��[ �

�E�� � �� �[ ��

( ��[ �

�

( ��[ �

ゆえに　  �� � �D �E� �[ �E �

これが�[�についての恒等式となるのは　  �D �E �，  �E �

よって　  D ��，  E
�

�

18

S　���　
G\

G[
 
�� FRVK

VLQK
，

�G \
�G[
 
�� FRVK

�VLQ K
　　���　

G\

G[
 �，

�G \
�G[
 
��

�

 解説

���　
G[

GK
 VLQK，

G\

GK
 ��FRVK

　よって，VLQK
��のとき　　
G\

G[
 
�� FRVK

VLQK

　また　　
�G \
�G[
 

G

G[ � �
G\

G[
 

G

GK � �
�� FRVK

VLQK
･
GK

G[

　　　　�　　　 
�VLQ KVLQ K � �� FRVK FRVK

�VLQ K
･
�

VLQ K
 
�� FRVK

�VLQ K

���　FRVK � �FRV
K

�
�� 

�

�� �WDQ
K

�

�� �
�

�

　WDQK 

�WDQ
K

�

�� �WDQ
K

�

 �
�

�
�であるから　　VLQ K FRVKWDQK 

�

�

　よって　　
G\

G[
 

�� � ��
�

�

�

�

 �，
�G \
�G[
 

�� � ��
�

�
�

� �
�

�

 
��

�

19

S　���　�ア�　�　　�イ�　
�

�
　　���　�ウ�　�　　�エ�　�　　���　�オ�　�　　�カ�　�(�

 解説

I � K  K � J � K  ORJJ � K  ORJ� �
�

�
VLQ�K 　……�①�とする。

���　①�から　I� �
S

�
 ORJ � �

�

�
VLQ
�S

�
 ORJ� �･

�

�
(�
�

　　　　　　　　 ��� ORJ

�
��
��
 �ア�ORJ��

イ �

�
ORJ�

���　VLQ �K �FRV �K  
(��
�
�から　　 �

� �VLQ �K FRV �K  
��

��
 
��

��

　よって　���VLQ �K FRV �K  
��

��

　ゆえに　�VLQ �K FRV �K  
�

��
　　　すなわち　VLQ� �K  

�

��

　したがって，①�から

　　I � �K  ORJ� �
�

�
VLQ� �K  ORJ� �･

�

�

�

��
 ORJ

��
��
 �ウ�ORJ��エ�ORJ�

���　I � � K  K � � J � K J � � K �であり，

　　　K � � [  
�

[
，J � � K  

�

�
･�FRV�K 

�

�
FRV�K

　であるから　　I � � K  
�

�

�
VLQ�K

･
�

�
FRV�K 

�

WDQ�K

　よって　I �� �
S

�
 

�

WDQ
S

�

 
�

�
 オ�，I �� �

S

��
 

�

WDQ
S

�

 
�

�

(�

 カ�(�
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１

S　�I � D J � � D ��I � � D J � D

 解説

　　　　　I � �D �K J � �D �K �I � D J � D

　　　　 I � �D �K J � �D �K �I � �D �K J � D �I � �D �K J � D �I � D J � D

　　　　 I � �D �K �J � �D �K ��J � D ��I � �D �K ��I � D J � D

よって　　
�I � �D �K J � �D �K I � D J � D

K

　　　　 
�I � �D �K � ��J � �D �K J � D � ��I � �D �K I � D J � D

K

　　　　 �I � �D �K ･
�J � �D �K J � D

�K
�

�I � �D �K I � D

�K
･�J � D

ここで，I � [ ，J � [ �は�[ D�で微分可能であるから

　　　　　　　
�K �
OLP

�J � �D �K J � D

�K
 J � � D ，

　　　　　　　
�K �
OLP

�I � �D �K I � D

�K
 I � � D ，

　　　　　　　
�K �
OLPI � �D �K  I � D

したがって　　
�K �
OLP

�I � �D �K J � �D �K I � D J � D

K
 �I � D J � � D ��I � � D J � D

２

S　�ア�　 �D[ � �E[ �F　　�イ�　[��　　�ウ�　D�E�F �

　　　�エ�　�D�E�F �　　�オ�　�　　�カ�　��　　�キ�　�

 解説

���　�ア�　 [���ならば�
�Q 
OLP Q[  ��であるから　I � [  

�D[ � �E[ �F

　�イ�　 [!��ならば�
�Q 
OLP

�
Q[
 ��であるから

　　I � [  
�Q 
OLP

��[ � �� ���
D
�Q �[

E
�Q �[

F
Q[

��
�
Q[

 [��

���　�ウ�　I � [ �が�[ ��で連続であるための条件は

　　　　　　I � �  
�[ �� �
OLP I � [  

�[ �� �
OLP I � [

　　ゆえに　
���� �D �E �F

�
 D�E�F �

　　よって　D�E�F �

���　�エ�　Q�が偶数のとき

　　I � ��  
�

� ���������D�E ��F  
�

�
�
�

� ��D�E �F �……�①

　　Q�が奇数のとき

　　I � ��  �������D�E �F  ������D�E �F �……�②

　　[ ���で�I � [ �が定まるためには，①�と�②�が一致すればよい．

　　ゆえに　
�

�
�
�

� ��D�E �F  ������D�E �F

　　よって　�D�E�F �

���　�オ�，�カ�，�キ�　
�K ��
OLP

�I � �� K I � �

K
 

�K ��
OLP

�� �K � �

K
 �，

　　
�K ��
OLP

�I � �� K I � �

K
 

�K ��
OLP

���D �
� �� K E �

� �� K F � ��D E F

K

　　　　　　　　　　　� 
�K ��
OLP � �����D �DK �DK �E EK

　　　　　　　　　　　� �D��E

　　I � [ �は�[ ��で微分可能であるから

　　
�K ��
OLP

�I � �� K I � �

K
 

�K ��
OLP

�I � �� K I � �

K

　　ゆえに　�D��E ��……�③

　　また，I � [ �は�[ ��で連続であるから，����より

　　　　　　　　　　�D�E�F ��……�④

　　更に，����から　�D�E�F ��……�⑤

　　③，④，⑤�から　D �，E ��，F �

３

S　��個

 解説

[

\

2
��

�(�

�(�

 \

�

�

�

�

�

�

�

�[ ���のとき��  \ [� ��[ �� �� �[ �� ， �[ ���のとき��  \ [� ��� [ �� �� �[ �� �から

　　　　　　

����[�� � �[ �� � � ��[ �� ����� �[ (� ��

�[�� � �[ �� � � ��[ �� ����� �� �[ (� ��

����[�� � �[ �� � � ��[ �� ����� �� �[ ���

　　　　　　

�[�� � �[ �� � � ��[ �� ����� ��� �[ ���

����[�� � �[ �� � � ��[ �� ����� ��(� �[ ����

�[�� � �[ �� � � ��[ �� ����� �[ �(� ��

となり，グラフは図のようになる．

グラフから，明らかに，��点�  [ �(�，��，�，(�

で微分不可能である．

 [ ���においては，

 
�K ��
OLP

�I � K I � �

K
 

�K ��
OLP

K�� � �K �� � � ��K ��

K
�，

 
�K ��
OLP

�I � K I � �

K
 

�K ��
OLP

�K�� � �K �� � � ��K ��

K
�

から，微分可能である．

ゆえに，微分可能でない点を���個もっている．

４

S　���　略　　���　略

 解説

���　I � � 
��と仮定する。与式で�[ \ ��とすると　　I � � �
�

� �I � �  �I � �

　よって　　I � � �I � � ���  �　　　　I � � 
��であるから　　I � �  �

　このとき，与式で�\ ��とすると　　I � [ �I � [ ･� I � [ ��

　よって　　I � [  �　　　　ゆえに　　I � � [  �

　したがって，I � � �  ��となり，I � � �  ��に矛盾。

　よって，I � �  ��である。

���　I � � �  ��であるから　　
�K �
OLP

�I � K I � �

K
 

�K �
OLP

I � K

K
 �　……�①

　与式で�\ K�とすると　　I � �[ K �I � [ I � K  I � [ �I � K

　ゆえに　　I � �[ K �I � [  I � K �� ��I � [ 　……�②

　①，②�から，任意の実数�[�に対して

　　　　　　
�K �
OLP

�I � �[ K I � [

K
 

�K �
OLP

I � K

K �� ��I � [  ��I � [

　よって　　I � � [  ��I � [

　すなわち，I � [ �は常に微分可能である。

５

S　���　略　　���　略　　���　  N �，極限値� ��
�

�ORJ�

 解説

[�

�\

2 �

�

\ �ORJ [

\ [�

V

V

3

4

\ [
���　  \ �ORJ [ �のグラフと�  \ [� �のグラフは直線�  \ [�

　に関して対称であり，直線�  \ ��[ V�も直線�  \ [�

　に関して対称であるから，��点�3，4�も直線�  \ [�に

　関して対称である。

　よって，線分�34�の中点は，��直線�  \ [�と

　  \ ��[ V�の交点である。

　  [ ��[ V�から　　  [
V

�

　ゆえに　　  \
V

�

　したがって，線分�34�の中点の座標は　　� �
V

�
，

V

�

���　  
V

�

�W X

�
�から　　  V �W X　……�①

　点�3�は直線�  \ ��[ V�上にあるから　　  �ORJ W ��W V

　これと�①�から　　  X �ORJ W

���　  VX � �W X �ORJ W � �W �ORJ W �ORJ W �であるから，W� ���のとき　VX� ��

　よって，  N ��が必要である。

　このとき，  I � W � �W �ORJ W �ORJ W �とおくと，  I � � ��であるから

　　　　　
�W �
OLP

�VX N

�W �
 

�W �
OLP

�I � W I � �

�W �
 I� � �

　  I � � W �� ���
�

WORJ�
�ORJ W

�W �ORJ W

WORJ�
�であるから

　　　　　
�W �
OLP

�VX N

�W �
 ��

�

�ORJ�

　ゆえに　　  N �，極限値� ��
�

�ORJ�

６

���

[�

�\

�2 �

�� �� ��

�

�

�

��

3

%
&

�(�

(�

S　���　�図�，境界線を含む

　　　���　曲線�\ �[ �� �[ ���の�[����の部分

　　　���　曲線�\ "
���[ � �[ ���� ��[ ���， (�

�
[

����������������������� ��� �[ �

���[ � �[ ���� ��� �[
(�
�

　　　���　略

 解説
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[ … �� … � …

\ � � � � � �

\ � � � �� �

���　\ �[ ��[�より

　　　　\ � � �[ �� ��[ �� �[ ��

　\ � ��とすると　　[ ��

　\�の増減表は右のようになる。

[�

�\

�2 �

�� �� ��

�

�

�

��

3

%
&

�(�

(�

　よって，曲線�&�の概形は右図のようになる。

　また，点�3�� ��，� �のとき

　　　　　　 [�� ��， \�� ��

　よって　　���[���，��\��

　したがって，このときの領域�%�は右図の斜線部分

　のようになる。

　ただし，境界線を含む。

�

��

�

��

&

�2

\

[

���　D，E�は�E! �D ��D �を満たすから，3�が動く領域

　は右図の斜線部分のように�&�の上側である。

　ただし，境界線を含まない。

　3�� D，E �のときの領域�%�は， [�D ��， \�E ���

　より　　D���[�D��，E���\�E��

　すなわち，��頂点��D��，E �� ，�D��，E �� ，

　�D��，E �� ，�D��，E �� �がつくる正方形の周

　および内部である。

[�

�\

�2
D

E

E��

E��

3

%

&

D�� D��

��

　%�と�&�が�[����の範囲にある点で接するとき，点�

　�D��，E �� �は�&�の�[����の部分上にある。

　すなわち

　　　D�������かつ��E�� �
� �D � ���D ��

　よって　　D�����かつ��E �D �� �D ��

　ゆえに，このときの点�3�の軌跡は

　　　　　曲線�\ �[ �� �[ ���の�[����の部分

[�

�\

�2
D

E

E��

E��

3

% &

D�� D��

��

�

���　>�@　%�と�&�が�[ ���の点で接するとき

　　このとき　　D������D����かつ��E�� �

　　よって　　���D����かつ��E �

　　ゆえに，このときの点�3�の軌跡は

　　　　直線�\ ��の����[���の部分

　>�@　%�と�&�が�[!���の範囲にある点で接するとき

　　まず，このとき�D��!���であるから　　D!�

[�

�\

�2 D

E��

E��

3

%

&

D�� D��

��

E

　　ここで，点��D��，E �� �と��D��，E �� �がとも

　　に�&�上にあるときを考える。

　　E�� �
� �D � ���D �� �より　　E �D �� �D ��

　　E�� �
� �D � ���D �� �より　　E �D �� �D ��

　　E�を消去すると　　 �D �� �D �� �D �� �D ��

　　よって　　 �D  
�

�

　　D!��より　　D )
�

�
 (�
�

[�

�\

�2 D

E��

E��

3

%

&

D�� D��

��

E

　　�L�　��D�
(�
�
�のとき

　　　このとき，%�と�&�は点��D��，E �� �で接する

　　　から，点��D��，E �� �は�&�上にある。

　　　よって　　E �D �� �D ��

　　　このときの点�3�の軌跡は

　　　　　曲線�\ �[ �� �[ ���の���[�
(�
�
�の部分

[�

�\

�2 D

E��

E��

3

%
&

D��

��

E

D��

　　�LL�　 (�
�
�D �のとき

　　　このとき，%�と�&�は点��D��，E �� �で接する

　　　から，点��D��，E �� �は�&�上にある。

　　　よって　　E �D �� �D ��

　　　このときの点�3�の軌跡は

　　　　　曲線�\ �[ �� �[ ���の�[! (�
�
�の部分

　よって，����の結果と合わせると，求める軌跡は次の

　式で表される曲線である。

　　　　　　\ "
���[ � �[ ������ ��[ ���， (�

�
[

�������������������������� ��� �[ �

���[ � �[ ������ ��� �[
(�
�

���　\ I � [ �とすると，����より

　　　
�K ��
OLP

�I � K I � �

K
 

�K ��
OLP

�� �

K
 �

　　　
�K ��
OLP

�I � K I � �

K
 

�K ��
OLP

�� ���K � �K � �

K
 

�K ��
OLP � ��K �K  �

　ゆえに　　
�K �
OLP  

�I � K I � �

K
�

　すなわち，I � [ �は�[ ��で微分可能である。

[�

�\

�2

�

��

\ �[ �� �[ ��

\ �[ �� �[ ��

(�
�

U　点�3�の軌跡は右図のように

　なる。

７

S　���　�　　���　�　　���　略　　���　略　　���　I � [  
[H

 解説

���　�E��の不等式に�[ ��を代入すると��� I � � �� ��　　　ゆえに　　I � �  �

���　�E��と�����から　
�I � [ I � �

[
�� �0( [

　
�[ �
OLP0( [  ��であるから　

�[ �
OLP �

�I � [ I � �

[
�  �

　ゆえに　　��I � � �  �

���　�D��から　
�I � �[ K I � [

K
 

�I � [ I � K I � [

K
 I � [ ･

�I � K I � �

K

　K� ���のとき　I � � [  I � [ ･I � � �

　ゆえに　　　　�I � � [  I � [

���　
G

G[ � I � [
�[H  I � � [

�[H �I � [
�[H  I � [

�[H �I � [
�[H  �

���　����から�I � [
�[H  D���D�は定数��とおける。

　I � �
��H  ��であるから　I � [

�[H  �

　ゆえに　　I � [  
[H

８

S　���　略　　���　  D �，  E ��

 解説

���　I � [ �を�P�次多項式，J � [ �を�Q�次多項式とする．ここで， �� �P Q�としてよい．

　  
G

G[ � �I � [ J � [ ��� �I � [
�

� �J � [ �と仮定する．

　両辺の次数から　  ��P Q � �Q

　すなわち　  P �Q ��でなければならない．

　これは， !P Q�を意味し， �P Q�に矛盾する．

　ゆえに，I � [ ，J � [ �がともに多項式の場合では，関係式を満足しない．

���　  I � [ �[H � �[H ，  J � [ �[DH �[EH

　ゆえに　  I � [ J � [ ���[DH � ��D E � ��[EH

　よって　  � �I � [ J � [ � �� �[DH � ��[EH

　　　　　  �� �I � [ ���[H � � ��[H

　　　　　  �� �J � [ ���D �[H �DE �E ��[H

　関係式に代入して係数を比較すると

　　　　　  �D ��D �，  � ��DE �，  ��E ��E �

　したがって　  D �，  E ��

９

S　���　
VLQDVLQE

VLQ � �K D VLQ � �K E
　　���　

VLQ � �D E

VLQDVLQE

 解説
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$

% ' &

(

)
*

K

K

D

�

E

���　�$%'�において正弦定理により

　　　　　　
$'

VLQE
 

�

VLQ� ��S K E

　$' $(�であるから

　　　　　　$( 
VLQE

VLQ � �K E
　……�①

　�$()�において正弦定理により

　　　　　　
()

VLQD
 

$(

VLQ� ��S K D

　() (*�であるから　　(* 
VLQD

VLQ � �K D
$(

　①�より　　(* 
VLQDVLQE

VLQ � �K D VLQ � �K E

���　$*�(% $%�(* ��
VLQDVLQE

VLQ � �K D VLQ � �K E

　　　　　　� 
�VLQ � �K D VLQ � �K E VLQDVLQE

VLQ � �K D VLQ � �K E

　I � K  VLQ � �K D VLQ � �K E �とおくと

　　　　　　I � � K  FRV � �K D VLQ � �K E �VLQ � �K D FRV � �K E

　よって　　I � � �  FRVDVLQE�VLQDFRVE VLQ � �D E

　ゆえに　　
�K ��
OLP

�$* (%

K

　　　　　　 
�K ��
OLP ��

�VLQ � �K D VLQ� �K E VLQDVLQE

K ��
�

VLQ � �K D VLQ � �K E

　　　　　　 
�K ��
OLP

�I � K I � �

K
･

�

VLQ � �K D VLQ � �K E

　　　　　　 I � � � ･
�

VLQDVLQE
 
VLQ � �D E

VLQDVLQE

10

S　���　略　　���　) � [  �，* � [  �　　���　I � [  
�[H �[H

�
，J � [  

�[H �[H

�

 解説

���　+ � [  
�

� �I � [ � �
� �J � [ �とする。

　　　　+ � � [  �I � [ I � � [ ��J � [ J � � [  �I � [ J � [ ��J � [ I � [  �

　ゆえに，+ � [ �は定数である。

　ここで　　+ � �  
�

� �I � � � �
� �J � �  �� � ��  �

　よって　　 �
� �I � [ � �

� �J � [  �

���　) � � [  �
�[H �I � [ ��J � [ �

�[H �I � � [ ��J � � [  �

　ゆえに，) � [ �は定数である。

　ここで　　) � �  I � � �J � �  �　　　　よって　　) � [  �

　また　　　* � � [  
[H �I � [ ��J � [ �

[H �I � � [ ��J � � [  �

　ゆえに，* � [ �は定数である。

　ここで　　* � �  I � � �J � �  �　　　　よって　　* � [  �

���　) � [  ��であるから　　 �[H �I � [ ��J � [  �

　すなわち　　I � [ �J � [  
[H 　……�①

　* � [  ��であるから　　 [H �I � [ ��J � [  �

　すなわち　　I � [ �J � [  
�[H 　……�②

　①，②�から　　I � [  
�[H �[H

�
，J � [  

�[H �[H

�

11

S　���　�　　���　�　　���　��　　���　I � [  �
�[ ��[

 解説

I � �[ \  I � [ �I� \ ��[\ �……�①�とする。

���　①�に�[ \ ��を代入すると　　I � �  I � � �I � � ��

　よって　　I � �  �

���　I � �  ��であるから　　
�\ �
OLP

I � \

\
 

�\ �
OLP

�I � \ I � �

�\ �
 I� � �

　条件��%��から　　
�\ �
OLP

I � \

\
 �

���　①�に�[ ��を代入すると　　I � �� \  I � � �I� \ ��\

　よって　　I � �� \ �I � �  I � \��\

　ゆえに　　I � � �  
�\ �
OLP

�I � �� \ I � �

\
 

�\ �
OLP

�I � \ �\

\

　　　　　　　　�� 
�\ �
OLP� ��

I � \

\
�  ���� ��

���　①�から　　I � �[ \ �I � [  I � \ ��[\

　よって　　I � � [  
�\ �
OLP

�I � �[ \ I � [

\
 

�\ �
OLP

�I � \ �[\

\
 

�\ �
OLP� ��

I � \

\
�[

　　　　　　　　�� ���[

　ゆえに　　I � [  ' I � � [ G[ ' � �� �[ G[ � �[ ��[�& ���&�は積分定数�

　����より，I � �  ��であるから　　& �

　したがって　　I � [  �
�[ ��[

12

S　V �
�

�
VLQKFRVK，W 

�

�
�VLQ K

 解説

曲線�&�上の任意の点を�� [，\ �とすると

　　　　　 �
� �[ V � �

� �\ W  
�

� ��[FRVK \VLQ K S

��FRV K �VLQ K

よって　　 �
� �[ V � �

� �\ W  �
� ��[FRVK \VLQK S 　……�①

①�の両辺を�[�で微分すると

　��[ �V ���\ �W
G\

G[
�＝��[FRVK�\VLQK �S �FRVK ��

G\

G[
VLQK 　……�②

②�の両辺を���で割り，更に両辺を�[�で微分すると

　��
�

� �
G\

G[
��\ �W

�G \

G �[

 �FRVK ��
G\

G[
VLQ K �FRVK ��

G\

G[
VLQK ��[FRVK�\VLQK �S

�G \

G �[
VLQK　……�③

曲線�&�は原点を通るから，①�より　　 �V � �W  �S 　……�④

一方　　I � � [  �
�[H VLQ[� �[H FRV[��[��，I � � �  �，

　　　　I �� � [  ��
�[H FRV[��，I �� � �  �

条件から，[ �，\ ��のとき　　
G\

G[
 �，

�G \

G �[
 �

ゆえに，②�から　�V SFRVK，　③�から　���W �FRV K��SVLQK

よって　　V �SFRVK，W 
�

�
VLQK �VLQK ��S　……�⑤

④，⑤�から　　 �S  �S �FRV K�
�

� �
�VLQ K��S �VLQ K �� �S �VLQ K

　　　　　　　　� �S �
�FRV K � �VLQ K �

�

�
�VLQ K �VLQ K ��S

　　　　　　　　� �S �
�

�
�VLQ K �VLQK ��S

ゆえに　　
�

�
�VLQ K �VLQK ��S  �　　　　VLQK
��であるから　　S 

�

�
VLQK

よって　　V �
�

�
VLQ KFRVK，W 

�

�
�VLQ K

13

S　���　略　　���　証明略，�

 解説

���　) � � [  
[H I � [ �

[H I � � [ ，　) �� � [  
[H I � [ ��

[H I � � [ �
[H I �� � [

　ここで，I �� � [  ��I � � [ ��I � [ �であるから

　　) �� � [  
[H I � [ ��

[H I � � [ �
[H ���I � � [ ���I � [  �

[H I � [  �) � [

���　) �� � [  �) � [ �を満たす関数�) � [ �は

　　　� ���� �) � � [
�

� �) � [ � �) � � [ ) �� � [ ��) � [ ) � � [

　　　　　　　　　　　��� �) � � [ �) �� � [ ��) � [  �

　したがって， �
� �) � � [ � �

� �) � [  &���&�は負でない定数��と表される。

　このとき，&� �
� �) � [ �から　　(& � ) � [

　I � [  
) � [

[H
�とすると　　�� I � [ �

(&
[H

　ここで，
�[ 
OLP (&

[H
 ��であるから　　

�[ 
OLP I � [  �　　　よって　　

�[ 
OLP I � [  �

14

S　���　  QI �� � Q��  QI ��� � Q� �Q �

　　　���　  �P QI ��� [ ��PI ��� [ QI � [ � PI �� [ QI �� [ PI � [ QI ��� [ 　　���　>略@

 解説

 QI � [
Q

� �� [

���　  QI �� [ Q �Q �
� �� [ ��  QI ��� [ Q� �Q � �Q �

� �� [ 　

　ゆえに　  QI �� � Q，  QI ��� � Q� �Q �

���　  �P QI � [  �P Q
� �� [  P

� �� [ Q
� �� [ PI � [ QI � [

　ゆえに　  �P QI �� [ �PI �� [ QI � [ PI � [ QI �� [

　よって　  �P QI ��� [ ��PI ��� [ QI � [ � PI �� [ QI �� [ PI � [ QI ��� [

���　����の結果に�  [ ��を代入すると

　  �P QI ��� � ��PI ��� � QI � � � PI �� � QI �� � PI � � QI ��� �

　  PI � �  QI � � ��であるから，����より

　  � �P Q � ��P Q � ��P� �P � �PQ Q� �Q �

　ゆえに　  � �P Q � ��P Q �

�
��

P� �P �

�
PQ

Q� �Q �

�

　よって　  ��P Q& ���P& ��P& �Q& �Q&

15

S　証明略，係数は�� �Q � �Q�
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 解説

>�@　Q ��のとき　　 �I � [  
�[

　よって， �I � [ �は���次多項式である。

>�@　Q N�のとき， NI � [ �が��N �� �次多項式であると仮定すると

　　 NI � [  ND
�N �[ � NJ � [ ��ただし， ND 
�， NJ � [ �は�N�次以下の多項式��　……�①

　と表される。

　Q N���のときを考えると，①�の両辺を�[�で微分して

　　　　　 NI �� [  �N �� ND
N[ � NJ �� [

　更に，両辺を�[�で微分して　　 NI ��� [  N�N �� ND
�N �[ � NJ ��� [

　ゆえに　　 �N �I � [  NI � [ �
�[ NI ��� [  NI � [ �

�[ �N�N �� ND
�N �[ �� NJ ��� [

　　　　　　　　　�� N�N �� ND
�N �[ � NI � [ �

�[ NJ ��� [ 　……�②

　ここで，N�N �� ND 
�， NI � [ �は��N �� �次式， �[ NJ ��� [ �は��N �� �次以下の多項式で

　ある。

　よって， �N �I � [ �は��N �� �次式である。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について� QI � [ �は��Q �� �次多項式である。

次に，①�から， �Q �I � [ �の�
�Q �[ �の係数は� �Q �D �であり，②�より， �Q �I � [ �の�

�Q �[ �の係数

は�Q�Q �� QD �であるから　　 �Q �D  Q�Q �� QD ， �D  �

ゆえに　　
�Q �D

Q�� �Q � �
 

QD

� �Q � �Q�
　　　　よって　　

QD

� �Q � �Q�
 

�D

����
 �

したがって　　 QD  � �Q � �Q�

16

S　 �D[H Q
� �[ DW

 解説

　　　I � � [  �
�D[DH ，I ��� [  

�
� �D

�D[H ，……

よって　　 � �NI � [  
N

� �D
�D[H 　�N���

また　J � � [  Q �Q �[ ，J ��� [  Q�Q �� �Q �[ ，……

ゆえに，��N�Q�のとき

　　　　　 � �NJ � [  Q�Q �� �……��Q�N �� �Q N[  NQ3
�Q N[  

Q�

� �Q N �
�Q N[

　N�Q���のとき　　 � �NJ � [  �

よって　　� I W� �J � [  
 N �

1

&
NW

N� N�
� �NI � [ � �NJ � [  

 N �

Q

& ･
NW

N� N�
N

� �D
�D[H

Q�

� �Q N �
�Q N[

　　　　　��　　　　 �D[H
 N �

Q

&
Q�

N�� �Q N �
N

� DW �Q N[  �D[H
 N �

Q

& NQ&
N

� DW �Q N[

ここで，二項定理から　　
 N �

Q

& NQ&
�Q N[ N

� DW  Q
� �[ DW

したがって　　� I W� �J � [  
�D[H Q

� �[ DW
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S　���　 [H  
�

\
��　　���　 �I � \  

�\ �\， �D  �， �E  ��　　���　 �D  �， �E  ��

　　　���　 �Q �D  �Q �� QD ， QD  Q�　　���　 �Q �E  QQE �� �Q � �， QE  �
�

� � �Q � �

 解説

���　\ 
�

�� [H
��
���より　　�� [H  

�

\
　　　　　よって　　 [H  

�

\
��

���　 �I � \  
G\

G[
 �

[H
�

� �� [H
 �

�
�

\
�

�

� �
�

\

 �\ �\

　よって　　 �D  �， �E  ��

���　 �I � \  
�G \
�G[
 

G

G[ � �
G\

G[
 

G

G\ �I � \ ･
G\

G[
 ��\ �� �

�\ �\  � �\ �� �\ �\

　よって　　 �D  �， �E  ��

���　 QI � \ �の��Q �� �次以下の部分を� QJ � \ �とすると， QI � \  QD
�Q �\ � QE

Q\ � QJ � \ �と

　表せる。

　　　　　　 �Q �I � \  
�Q �G \
�Q �G[
 

G

G[ � �
QG \
QG[
 

G

G[ QI � \  
G

G\ QI � \ ･
G\

G[

　　　　　　　　　�� � QD �Q �� Q\ � QE
�Q �Q\ �� QJ �� \ �

�\ �\

　　　　　　　　　�� �Q �� QD
�Q �\ �� QQE ��Q ��� QD

�Q �\ � QQE Q\ � QJ �� \ �
�\ �\

　� QQE Q\ � QJ �� \ �
�\ �\ �は�\�の�Q�次式であるから

　　　　　　 �Q �D  �Q �� QD 　　　���……�①

　　　　　　 �Q �E  QQE ��Q �� QD 　……�②

　①�の両辺を�� �Q � ��で割ると　　
�Q �D

� �Q � �
 

QD

Q�

　よって　　
QD

Q�
 

�D

��
 �　　　　ゆえに　　 QD  Q�

���　②�より　　 �Q �E  QQE �� �Q � �

　両辺を�Q��で割ると　　
�Q �E

Q�
 

QE

� �Q � �
��Q ��

　Q���のとき　　
QE

� �Q � �
 

�E

��
�

 N �

�Q �

& � ��� �N �  ���
�

� �Q �� Q��Q ��

　　　　　　　　　　　　��� �
�

�
Q�Q ��

　よって　　 QE  �
�

� � �Q � �　　　　　これは�Q ��のときも成り立つ。

　よって　　 QE  �
�

� � �Q � �

18

S　���　 �I � [  
�

�
� �� [

， �J � [  
�

�
� �� [

　　　���　 QI � [  
Q�

�Q �
� �� [

， QJ � [  
Q�

�Q �
� �� [

；証明は略

　　　���　
Q�

� �
�

�Q �
� �� [ ��

�
�Q �

� �� [
　　

　　　���　�
�

�

 解説

���　 �I � [  �I � � [  
�

�
� �� [

　　　　よって　 �I � [  �I � � [  
�

�
� �� [

　ゆえに　　 �I � [  �I � � [  
�

�
� �� [

　また　　　 �J � [  �J � � [  
�

�
� �� [

　　よって　 �J � [  �J � � [  
�

�
� �� [

　ゆえに　　 �J � [  �J � � [  
�

�
� �� [

���　����から　 QI � [  
Q�

�Q �
� �� [

　……�①

　　　　　　� QJ � [  
Q�

�Q �
� �� [

　……�②�

　と推測できる。

　>�@　Q ��のとき

　　 �I � [  
�

�� [
， �J � [  

�

�� [
�であるから，Q ��のとき�①，②�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①，②�が成り立つ，すなわち

　　　　　　 NI � [  
N�

�N �
� �� [

， NJ � [  
N�

�N �
� �� [

　　と仮定する。

　　Q N���のとき

　　　　　　 �N �I � [  NI � � [  
N� � �N �

�N �
� �� [

 � �N � �
�� ��N � �

� �� [

　　　　　　 �N �J � [  NJ � � [  
N� � �N �

�N �
� �� [

� � �N � �
�� ��N � �

� �� [

　　したがって���Q N���のときにも�①���②�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，①，②�は���以上のすべての整数�Q�に対して成り立つ。

���　 �N �Q&  
Q�

� �N � �� ��Q N � �

　����から　　 �N �I � [  
� �N � �

N
� �� [

，� ��Q N �J � [  
� ��Q N � �

��Q N �
� �� [

　よって　　 �N �Q& �N �I � [ ��Q N �J � [  
Q�

�Q �
� �� [

N

� �
�� [

�� [

　ゆえに　　 QK � [  
Q�

�Q �
� �� [  N �

�Q �

&
N

� �
�� [

�� [

　
�� [

�� [

��であるから

　　　　　　
 N �

�Q �

&
N

� �
�� [

�� [
 

�� [

�� [ � ���
�Q �

� �
�� [

�� [

��
�� [

�� [

 
�[ �

� �� ��
�Q �

� �
�� [

�� [

　よって　　　 QK � [  
Q�

� �
�

�Q �
� �� [ ��

�
�Q �

� �� [

���　����から　　 QK � �  
Q�

� �
�
�Q �

� �� ���

　よって　　　
�Q 
OLP

�

Q� QK � �  
�Q 
OLP
�

� � ��
�
�Q �

� ��
�  �

�

�

19

S　���　関数�I � [ �について，[ D�における微分係数�I � � D  
�[ D
OLP

�I � [ I � D

�[ D
�が存

　　　　在するとき，I � [ �は�[ D�で微分可能であるという

　　　���　略　　���　略

 解説
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���　関数�I � [ �について，[ D�における微分係数�I � � D  
�[ D
OLP

�I � [ I � D

�[ D
�が存在する

　とき，I � [ �は�[ D�で微分可能であるという．

���　K � [ �K � D  I � [ J � [ �I � D J � D  �I � [ ��I � D J � [ �I � D �J � [ ��J � D 　

　よって　K � � D  
�[ D
OLP

�K � [ K � D

�[ D
 

�[ D
OLP � ��･

�I � [ I � D

�[ D
J � [ ･I � D

�J � [ J � D

�[ D

　　　　　　　�� I � � D J � D �I � D J � � D

���　 � �QK � [  
 N �

Q

& NQ& � ��Q NI � [ � �NJ � [ ��……�①　とする．

　� �� 　Q ��のとき

　　�①�の左辺� � ��K � [  K � � [

　　�①�の右辺� ��& � ��I � [ � ��J � [ � ��& � ��I � [ � ��J � [  I � � [ J � [ �I � [ J � � [

　　微分可能である関数�I � [ ，J � [ �について　� �I � [ J � [ � I � � [ J � [ �I � [ J � � [

　　が成り立つから，①�は成り立つ．

　� �� 　Q O�のとき�①�が成り立つと仮定する．

　　Q O���のときを考えると

　　　 � ��O �K � [  � �� �OK � [ � � � N �

O

& NO& � ��O NI � [ � �NJ � [
�

　　　　　　�� 
 N �

O

& � ��NO& � ���O N �I � [ � �NJ � [ NO& � ��O NI � [ � ��N �J � [

　　　　�　�　 �O& � ��O �I � [ � ��J � [ �
 N �

O

& � �NO& �N �O& � ���O N �I � [ � �NJ � [

　　　　　　　��� OO& � ��I � [ � ��O �J � [

　　ここで， �O&  ��O �& ， N�O �&  NO& � �N �O& ���N �，�，……，O�， OO&  �O ��O �& �が成り

　　立つから　 � ��O �K � [  
 N �

�O �

& N�O �& � ���O � NI � [ � �NJ � [

　　よって，①�は�Q O���のときにも成り立つ．

　� �� ，� �� �から，①�はすべての自然数�Q�について成り立つ�

　①�に�[ D�を代入して　 � �QK � D  
 N �

Q

& NQ& � ��Q NI � D � �NJ � D
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S　���　略　　���　略

 解説

���　 Q� QD VLQ
[
Q�
 Q� FRV

[

�
FRV

[
��
�……�FRV

[
Q�
VLQ

[
Q�

　　　　　　　�� �Q �� FRV
[

�
FRV

[
��
�……�FRV

[
�Q �� � ��FRV

[
Q�
VLQ

[
Q�

　　　　　　　�� �Q �� FRV
[

�
FRV

[
��
�……�FRV

[
�Q ��
VLQ

[
�Q ��

　　　　　　　�� �Q �� �Q �D VLQ
[
�Q ��
 �……� � �D VLQ

[

�
 �FRV

[

�
VLQ

[

�
 VLQ [

　よって，Q�と無関係に一定である。

���　ORJ QD  ORJ FRV
[

�
�ORJ FRV

[
��
��……��ORJ FRV

[
Q�

　……�①

　また� Q� QD VLQ
[
Q�
 VLQ [ �から，VLQ

[
Q�

��のとき　 QD  

VLQ[

Q� VLQ
[
Q�

　よって

　　ORJ QD  ORJ
VLQ [

Q� VLQ
[
Q�

 �QORJ��ORJ VLQ [ �ORJ VLQ
[
Q�

　……�②

　①，②�から　ORJ VLQ [ �ORJ VLQ
[
Q�
�QORJ� 

 N �

Q

& ORJ FRV
[
N�

　両辺を�[�で微分すると

　　
FRV[

VLQ[
�
�
Q�
･

FRV
[
Q�

VLQ
[
Q�

 
 N �

Q

& � �･
�
N�

�VLQ
[
N�

FRV
[
N�

 �
 N �

Q

&
�
N�
WDQ

[
N�

　両辺を��
�

�
倍すると　�

�

�
･
FRV[

VLQ[
�

�
�Q ��

･

FRV
[
Q�

VLQ
[
Q�

 
 N �

Q

&
�
�N ��
WDQ

[
N�

　ここで�[ 
S

�
�を代入すると

　　�
�

�
�

FRV
S

�

VLQ
S

�

�
�
�Q ��
�

FRV
S
�Q ��

VLQ
S
�Q ��

 
 N �

Q

&
�
�N ��
WDQ

S
�N ��
 

 N �

�Q �

&
�
N�
WDQ

S
N�

　よって　　
 Q �



&
�
Q�
WDQ

S
Q�
 

�Q 
OLP

 N �

�Q �

&
�
N�
WDQ

S
N�
 

�Q 
OLP� ��

�
�Q ��

FRV
S
�Q ��

VLQ
S
�Q ��

　　　　　　　　　　　　�� 
�Q 
OLP� ��

FRV
S
�Q ��

S

S
�Q ��

VLQ
S
�Q ��

 
�

S

２

S　���　略　　���　略　　���　略　　���　略

 解説

I � �[  �
[H �� I � [ ��……�①�とする。

���　①�において�[ ��とすると　　I � �  �
�H �� I � �

　すなわち　　I � �  �I � � 　　　　　したがって　　I � �  �

���　①�において，[�を�
[

�
�とすると　　I � [  � �

[
�H � I� �

[

�

　[
��のとき� [H ��
��であるから，両辺を� [H ���で割って

　　　　　　　　
I � [

�[H �
  

� �
[
�H � I� �

[

�

� �
[
�H � � �

[
�H �

I� �
[

�

�
[
�H �

　したがって，[
��のとき　　
I � [

�[H �
 

I� �
[

�

�
[
�H �

���　����より�I � �  ��であるから　　I � � �  
�K �
OLP

�I � K I � �

�K �
 

�K �
OLP

I � K

K
�

　また　　
�K �
OLP

I � K

�KH �
 

�K �
OLP

� �
I � K

K
･

�

�KH �

K

　ここで，J � [  
[H �とすると　　J � � [  

[H

　よって　　　
�K �
OLP

�KH �

K
 

�K �
OLP

�J � K J � �

�K �
 J � � �  �

　ゆえに　　　
�K �
OLP

I � K

�KH �
 

�K �
OLP� �･

I � K

K

�

�
 

�K �
OLP

I � K

K

　すなわち　　I � � �  
�K �
OLP

I � K

�KH �

���　����から，[
��のとき　　
I � [

�[H �
 

I� �
[

�

�
[
�H �

 

I� �
[

�

�
[
�H �

 �……� 

I� �
[
Q�

�
[
Q�H �

　K 
[
Q�
�とおくと　　

I � [

�[H �
 

I� �
[
Q�

�
[
Q
�H �

 
I � K

�KH �

　Q� ��のとき�K� ���であるから，����より

　　　　　　　
I � [

�[H �
 

�Q 
OLP

I� �
[
Q�

�
[
Q
�H �

 
�K �
OLP

I � K

�KH �
 I � � �

　よって，[
��のとき　　I � [  �
[H �� I � � �

　[ ��のとき�I � �  �� �� I � � �  ��となり，����より�I � �  ��であるから，[ ��のと

　きも成り立つ。

　したがって，すべての実数�[�について　　I � [  �
[H �� I � � �

３

S　���　略　　���　�D｜��D��，D � �

　　　���　正しくない。�反例�　I � [  �
���� ![ �

���� �[ �

 解説

���　実数�D�が条件��3��を満たすから， O[� �U�のとき　　I � �D O[ �I � D

　よって　　　　　　　　I � �D O[ �I � D ��
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　��O[�U�のとき　　����
�I � �D O[ I � D

O[
��

　ゆえに　　
�O[ ��
OLP

�I � �D O[ I � D

O[
��　　　　すなわち　　I � � D ��　……�①

　�U�O[���のとき　　
�I � �D O[ I � D

O[
��

　ゆえに　　
�O[ ��
OLP

�I � �D O[ I � D

O[
��　　　　すなわち　　I � � D ��　……�②

　①，②�から　　I � � D  �

[�

�\

�2 � � � �

�

�

���　[���のとき　　　��� [� �[ ��[

　　��[���のとき　　 [� �[ �

　また， �[ ��[�� �[ �� �[ �� �であるから

　��[��，��[�のとき

　　　 �[ ��[��  �[ ��[��

　��[���のとき

　　　 �[ ��[��  �� ���[ �[ �

　よって，\ I � [ �のグラフは右の図のようになる。

　>�@　D
�，�，�，��のとき

　　I � [ �は�[ D �で微分可能であるから，D�が条件��3��を満たすとき，����より�I � � D  �

　　となる。よって，��D���または�D ��となることが必要である。

　　�L�　��D���のとき　　I � D  �

　　　正の実数�U�を���D�U，D�U���を満たすように選べば， [�D �U �を満たすす

　　　べての実数�[�に対して　　I � [  �　　　　ゆえに，I � [ �I � D �が成り立つ。

　　�LL�　D ��のとき

　　　U ��とすれば，グラフから， [�� �U�を満たすすべての実数�[�に対して

　　　　　　　　　　　　I � [ �I � �

　　したがって，条件��3��を満たす�D�の値の範囲は　　��D��，D �

　>�@　D �，�，��のとき

　　グラフより，条件��3��を満たさない。

　>�@　D ��のとき

　　U ��とすれば，グラフより， [�����を満たすすべての実数�[�に対して

　　I � [ �I � � �となるから，条件��3��を満たす。

　>�@，>�@，>�@�から，求める実数�D�全体の集合は　　�D｜��D��，D � �

[�

�\

�2

�

�

���　正しくない。

　�反例�　I � [  �
� � ![ �

� � �[ �

　>�@　D���のとき　　I � D  �

　　どのような実数�U�を選んでも， [�D �U�を満たす

　　すべての実数�[�に対して　　I � [ ��

　　よって，I � [ �I � D �が成り立つ。

　>�@　D!��のとき　　I � D  �

　　正の実数�U�を���D�U�を満たすように選べば，

　　 [�D �U�を満たすすべての実数�[��に対して　　I � [  �　　　　

　　よって，I � [ �I � D �が成り立つ。

　>�@，>�@�より，すべての実数�D�は条件��3��を満たすが，I � [ �は定数関数ではない。

４

S　���　6 � K  S�I � �D K ��I � D ( ��� ��I � �D K I � D
�K

　　　���　�SI � D ( ��� �I � � D �

 解説

���　I � D  �U ，I � �D K  �U �とし，�図����のように点�5，6，7�をとる。

　また，75 [�とする。

[

4

3

5

�U

K 6

�U

6 � K

�図��� �図���

[

7

74

73

　ここで，I � � [ !�，K!��から　　 �U ! �U

　△3754△476�であるから　　[： �U  �[ �K ： �U

　よって　　 �U [� �KU  �U [　　　ゆえに　　[ 
�KU

��U �U

　ここで　　73 ( ���U
�[ ，74 

�U

�U
73

　よって，�図����から

　　6 � K  
�

�
74･� �SU �

�

�
73･� �SU  

�
�SU 73

�U
� �SU 73 

S( ���U
�[ � ���U

�
�U

�U

　　　　 S) ���U
�

� �
�KU

��U �U
･

���U
�
�U

�U
 

�SU

��U �U
( ��� ��U �U

�K ･
� ��U �U � ��U �U

�U

　　　　 S� �U � �U ( ��� ��U �U
�K

　 �U  I � D ， �U  I � �D K �であるから

　　　　�6 � K  S�I � �D K ��I � D ( ��� ��I � �D K I � D
�K

���　
�K ��
OLP

6 � K

K
 

�K ��
OLP S� ��I � �D K I � D )

��� ��I � �D K I � D
�K

�K

　　　　　　��� S
�K ��
OLP � ��I � �D K I � D ) �

�

� �
�I � �D K I � D

K
�

　
�K ��
OLP

�I � �D K I � D

K
 I � � D �であるから　　

�K ��
OLP

6 � K

K
 �SI � D ( ��� �I � � D �

５

S　���　I � �  �，J � �  �

　　　���　�ア�　
�I � \ �

\
　　�イ�　

J � \

\
　　�ウ�　�I � [ �J � [ 　　�エ�　I � [ ��J � [

　　　　�オ�　�　　�カ�　�[　　�キ�　 �[H

 解説

���　①，②�に�[ \ ��を代入すると　I � �  
�

� �I � � � �
� �J � � 　……�①�

　　　　　　　　　　　　　　　　���　J � �  �I � � J � � 　　　���……�②�

　②��において�J � � 
��と仮定すると�I � �  
�

�

　このとき�①��から� �
� �J � �  

�

�
�
�

�
���となり不適。

　よって　　J � �  �

　したがって，①��と� �
� �I � � � �

� �J � � !��から　I � �  �

���　
�I � �[ \ I � [

\
 

��I � [ I � \ J � [ J � \ I � [

\
 

ア �I � \ �

\
I � [ �

イ J � \

\
J � [

　　
�J � �[ \ J � [

\
 

��I � [ J � \ I � \ J � [ J � [

\
 

J � \

\
I � [ �

�I � \ �

\
J � [

　よって，\� ���とすると，I � �  �，J � �  �，I � � �  �，J � � �  ��から

　　　　　　�
 I � � [ �ウ�I � [ J � [ 　……�③

 J � � [ �エI � [ �J � [ 　……�④

　このとき�) � [  ORJ � ���� �I � [
�

� �J � [ �から

　　　　　　) � � [  
�� ��I � [ I � � [ J � [ J � � [

��� �I � [
�

� �J � [

　③，④�から　I � [ I � � [ �J � [ J � � [  I � [ ��I � [ ��J � [ �J � [ �I � [ ���J � [

　　　　　　　　　　　　　　　　　� ��
�

� �I � [ �� �
� �J � [

　ゆえに　　) � � [  
オ�

　また　　　) � �  ORJ � ���� �I � �
�

� �J � �  ORJ� �

　よって　　) � [  
カ�[

　ゆえに　　 �
� �I � [ � �

� �J � [  �[キH

６

S　���　略　　���　証明は略，I � � [  
�

�� �[

 解説

I � [ �I � \  I� �
�[ \

�� [\
　……�①

���　���[���のとき　����[��

　①�において，\ �[�とすると　　I � [ �I � �[  I� �
�[ [

�� �[

　よって　　I � [ �I � �[  I � � 　……�②

　また，①�において，[ \ ��とすると　　I � � �I � �  I � �

　よって　　I � �  �　……�③

　②，③�から　　I � [ �I � �[  �　　　したがって　　I � [  �I � �[

���　I � � �  ��から　
�K �
OLP

�I � �� K I � �

K
 �　　　③�から　

�K �
OLP

I � K

K
 �　……�④

　���[���で，K�が十分に小さいとき

　　　　
�K �
OLP

�I � �[ K I � [

K
 

�K �
OLP

�I � �[ K I � �[

K
　��　���� � � �から

　　　　　　　　　　　　　� 
�K �
OLP

I� �
��[ K [

�� � �[ K � �[

K
　������ ①�から

　　　　　　　　　　　　　� 
�K �
OLP

I� �
K

��� �[ K[

K

　　　　　　　　　　　　　� 
�K �
OLP

I� �
K

��� �[ K[

K

��� �[ K[

･
�

��� �[ K[
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　K ��のとき，
K

��� �[ K[
��であるから，④�より　

�K �
OLP

I� �
K

��� �[ K[

K

��� �[ K[

 �

　よって　　
�K �
OLP

�I � �[ K I � [

K
 �･

�

�� �[
 

�

�� �[

　したがって，I � [ �は����[���の範囲で微分可能で　　I � � [  
�

�� �[

７

S　���　略　　���　略

 解説

���　数学的帰納法で示す。

　>�@　Q ��のとき　 �I � [  [， �J � [  ��とおけばよい。

　>�@　Q N�のとき　題意を満たす� NI � [ ， NJ � [ �が存在すると仮定する。

　　Q N���とすると�

　　FRV � �N � K FRVNKFRVK�VLQNKVLQK NI � FRVK FRVK� NJ � FRVK �VLQ K ，

　　VLQ � �N � K VLQNKFRVK�FRVNKVLQK NJ � FRVK VLQKFRVK� NI � FRVK VLQK

　　　　　　　 � NJ � FRVK FRVK �� NI � FRVK VLQK

　　そこで� �N �I � [  NI � [ [� NJ � [ �� � �[ ， �N �J � [  NJ � [ [� NI � [ �とおくと，

　　これらは題意を満たす。

　>�@，>�@�から，題意を満たす� QI � [ �と� QJ � [ �が存在する。

���　FRVQK QI � FRVK �の両辺を�K�で微分すると��QVLQQK QI �� FRVK � �VLQK

　よって　�Q QJ � FRVK VLQK QI �� FRVK � �VLQK �が任意の�K�に対して成り立つ。

　ゆえに，Q QJ � [  QI �� [ �が無限個の�[�について成り立ち，かつ，両辺は整式であるか

　ら，恒等的に� QI �� [  Q QJ � [ �である。

８

S　���　
�Q 
OLP QF  F　　���　�　　���　略

 解説

���　I � [ �は�[ ��で連続であるから　　
�[ �
OLPI � [  I � �  F　……�①

　
�

�Q �
� [�

�

Q
�の各辺の逆数をとって

　　　Q�
�

[
�Q����……�②　すなわち　

�

[
���Q�

�

[

　
�[ �
OLP� ��

�

[
�  �であるから，[� ���のとき�　Q� �

　ゆえに　　
�[ �
OLPI � [  

�Q 
OLP QF 　　　　よって，①�から　　

�Q 
OLP QF  F

���　I � [ �の定義から　　I � [  I � �[

　ゆえに　　I � � �  
�[ �
OLP

�I � [ I � �

[
 

�[ �
OLP� ��

�I � �[ I � �

�[
 �I � � �

　よって　　�I � � �  �　すなわち　I � � �  �

���　I � � � �が存在するとき，����から　　I � � �  
�[ �
OLP

�I � [ I � �

[
 �　……�③

　ここで，����の�②�の不等式から　　

　　　Q I � [ �I � � �
�I � [ I � �

[
��Q �� I � [ �I � �

　ゆえに　　Q QF �F �
�I � [ I � �

[
��Q �� QF �F 　……�④

　
�I � [ I � �

[
��Q �� QF �F �から　　

Q

�Q �

�I � [ I � �

[
�Q QF �F

　これと�④�の左の不等式から

　　　　　　
Q

�Q �

�I � [ I � �

[
�Q QF �F �

�I � [ I � �

[

　ここで，Q� ��とすると，[� ���であるから，③�より

　　　　　　
�[ �
OLP

�I � [ I � �

[
 I � � �  �

　よって　　
�Q 
OLPQ �QF F  �　　　したがって，数列��Q� QF ��F �は���に収束する。

９

S　���　I � �  �　　���　略　　���　I � � �[ \  I � � [ ( �� �
� �I � \ �

I � \ I � [ I � � [

( �� �
� �I � [

　　　���　I � � [  ( �� �
� �I � [

 解説

I � �[ \  I � [ ( �� �
� �I � \ �I � \ ( �� �

� �I � [ 　……�①

���　①�に�[ �，\ ��を代入すると

　　　　　　I � �  I � � ( �� �
� �I � � �I � � ( �� �

� �I � �

　よって　　I � � ��( �� �
� �I � � ���  �

　�( �� �
� �I � � �����であるから　　I � �  �

���　①�に�\ �[�を代入すると

　　　　　　I � �  I � [ ( �� �
� �I � �[ �I � �[ ( �� �

� �I � [

　����より�I � �  ��であるから

　　　　　　I � [ ( �� �
� �I � �[  �I � �[ ( �� �

� �I � [ 　……�②

　両辺を���乗すると

　　　　　　 �
� �I � [ �� �� �

� �I � �[  �
� �I � �[ �� �� �

� �I � [

　整理すると　　 �
� �I � �[  �

� �I � [

　ゆえに　　I � �[  I � [ ��または��I � �[  �I � [

　ここで�I � �[  I � [ �のとき，②�から　　�I � [ ( �� �
� �I � [  �

　よって，任意の実数�[�に対して　　I � [  �

　これは�I � �[  �I � [ �を満たす。

　したがって　　I � �[  �I � [

���　①�の両辺を�[�で微分すると

　　　　　　I � � �[ \  I � � [ ( �� �
� �I � \ �

I � \ I � [ I � � [

( �� �
� �I � [

　……�③

���　③�に�\ �[�を代入すると

　　　　　　I � � �  I � � [ ( �� �
� �I � �[ �

I � �[ I � [ I � � [

( �� �
� �I � [

　I � � �  ��であるから

　　　　　　� I � � [ ( �� �
� �I � �[ �

I � �[ I � [ I � � [

( �� �
� �I � [

　����より�I � �[  �I � [ �であるから

　　　　　　� I � � [ ( �� �
� �I � [ �

�
� �I � [ I � � [

( �� �
� �I � [

　分母を払うと　　( �� �
� �I � [  I � � [ �� �� �

� �I � [ � �
� �I � [ I � � [

　したがって　　I � � [  ( �� �
� �I � [
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S　���　 �I � W  ��
�W ��� �W ��� �W ��　　���　 ��P �� 　　���　略

 解説

���　 Q
� �FRVK LVLQK  FRVQK�LVLQQK �が成り立ち，FRVK，VLQK，FRVQK，

　VLQQK �は実数であるから，FRVQK �は� Q
� �FRVK LVLQK �の実部と一致する。

　よって

　　　FRV�K ��&
�

� FRVK � ��&
�

� FRVK �
� LVLQK � ��&

�
� FRVK �

� LVLQK � ��&
�

� LVLQK

　　　　　　 �FRV K��� �FRV K �VLQ K��� �FRV K �VLQ K� �VLQ K

　W FRVK �とおくと　　 �VLQ K �� �FRV K �� �W

　よって　　FRV�K �W ��� �W �� � �W ��� �W �
� �� �W � �

� �� �W

　　　　　　　　　 �� �W ��� �W ��� �W ��

　ゆえに　　 �I � W  ��
�W ��� �W ��� �W ��

���　����と同様にして

　　����FRV�PK ��P&
�P

� FRVK � ��P&
��P �

� FRVK �
� LVLQK � ��P&

��P �
� FRVK �

� LVLQK

　　　　　　　　　　　　　　�……� �P�P&
�P

� LVLQK

　　　　　　　 
 N �

P

& �N�P&
��P �N

� FRVK �N
� LVLQK

　　　　　　　 
 N �

P

&
N

� �� �N�P&
�� ��P N

� FRVK N
� 

�VLQ K

　W FRVK �とおくと

　　　FRV�PK 
 N �

P

&
N

� �� �N�P&
�� ��P NW N

� �� �W  
 N �

P

&
N

� �� �N�P&
�� ��P NW � � O �

N

& ON&
O

� � �W

　　　　　　　 
 N �

P

&
 O �

N

& ･
�N O

� �� �N�P& ON&
�� ���P N OW

　この式の� �PW �の項は���P�N �O  �P �すなわち�N O�のときである。

　N O�のとき， �N O
� ��  �， ON&  ��であるから， �PI � W �の�

�PW �の係数は

　　　　　　 ��P& � ��P& �……� �P�P&

　ここで　　 �P
� �[ �  ��P&

�P[ � ��P&
��P �[ � ��P&

��P �[ �……� �P�P&

　この式に�[ �，���をそれぞれ代入すると

　　　　　　 �P�  ��P& � ��P& � ��P& �……� �P�P&

　　　　　　� ��P& � ��P& � ��P& �……� �P�P&

　よって　　 �P�  �� ��P& � ��P& �…… � �P�P&

　ゆえに　　 ��P& � ��P& �……� �P�P&  ��P ��

　したがって， �PI � W �の�
�PW �の係数は　　 ��P ��

　T　FRV � �Q � K�FRV  QK �FRV � �Q � KFRVK �であるから

　　　　　　　　　 �Q �I � W � QI � W  �W �Q �I � W

　　よって　　　　 �Q �I � W  �W �Q �I � W � QI � W

　　また　　　　　 �I � W  FRVK W， �I � W  FRV�K �
�W ��

　　これらより　　 QI � W  
�Q �� QW ��Q ���次以下 　……�①
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　　であると推測できる。

　　この推測が正しいことを数学的帰納法を用いて証明する。

　　>�@　Q �，��のとき

　　　 �I � W  W， �I � W  �
�W ���であるから，①�は正しい。

　　>�@　Q N，N���のとき�①�が正しいと仮定すると

　　　　　　　　 NI � W  
�N �� NW ��N ���次以下

　　　　　　　　 �N �I � W  
N� �N �W �� N�次以下

　　　Q N���のときを考えると

　　　　 �N �I � W  �W �N �I � W � NI � W  �W�
N� �N �W ��� N�次以下 �� ���N �� NW � �N ��次以下

　　　　　　　� �N �� �N �W ��N ���次以下

　　　よって，①�は�Q N���のときも正しい。

　　>�@，>�@�より，すべての自然数�Q�で�①�は正しい。

　　よって， �PI � W �の�
�PW �の係数は　　 ��P ��

���　FRVQK QI � FRVK

　この両辺を�K�で微分すると　　�VLQQK ･Q QI �� FRVK ･� �VLQK

　よって　　
�

Q
QI �� FRVK  

VLQQK

VLQK

　ゆえに　　 �
QI � W ��� � �W

�

� �
�

Q
QI �� W  �

QI � FRVK ��� � �FRV K
�

� �
�

Q
QI �� FRVK

　　　　　　　　　　　　　　　　　��� �FRV QK� �VLQ K
�

� �
VLQQK

VLQK

　　　　　　　　　　　　　　　　　��� �FRV QK� �VLQ QK �
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S　���　略　　���　�ア�　 QD  
�QD QE

�D E
　　�イ�　略

 解説

���　>�@　Q ��のとき

　　I � � [  �
D

�
� �[ D

�
E

�
� �[ E

 �
� �� ���

D
�� �

� �[ D ��
E

�� �
� �[ E

�であるから，

　　Q ��のときは成り立つ。

　>�@　Q N�のとき

　　 � �NI � [  
N

� �� N��
D

�N �
� �[ D ��

E
�N �

� �[ E
�が成り立つと仮定すると

　　　　 � ��N �I � [  
N

� �� N���
� �N � D

�N �
� �[ D �� � �N � E

�N �
� �[ E

　　　　　　　　 �N �
� �� � �N � ��

D
�N �

� �[ D ��
E

�N �
� �[ E

　　よって，Q N���のときも成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�に対して�

　 � �QI � [  
Q

� �� Q��
D

�Q �
� �[ D ��

E
�Q �

� �[ E
�が成り立つ。

���　�ア�　 �E !�F�であるから，��次方程式� �[ �E[�F ��は異なる���つの実数解をも

　　ち，それらが�D，E�であるから　　 �[ �E[�F �[ �D �[ �E

　　
[

� �[ D � �[ E
 

�

�D E �
D

�[ D ��
E

�[ E
�であるから，����の結果より

　　　　 � �QK � [  
Q

� �� Q�

�D E �
D

�Q �
� �[ D ��

E
�Q �

� �[ E

　　よって　　 � �QK � �  �
Q�

�D E �
�
QD ��

�
QE

　　解と係数の関係により，D�E E，DE F�であるから

　　　　　　　 QD  �
QD QE

�D E �
�
QD ��

�
QE
 

�QD QE

�D E

　�イ�　 �Q �D � �Q �ED � QFD  
��Q �D �Q �E

�D E
� � �D E � ��Q �D �Q �E

�D E
�

DE� �QD QE

�D E

　　 
�

�D E �
�Q �D � �Q �E � �Q �D � �Q �DE � �Q �D E� �Q �E � �Q �D E � �Q �DE

　　 �
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S　���　 �D  �　　���　略　　���　略　　���　 QD  �Q��

 解説

���　 �+ � [  ��であるから　　 �I � [  
�

�
[
�H

　よって　　 �I ��� [  �
�

�
[
�[H ， �I ����� [  ��[

�
�

[
�H

�
�

[
�H

　ゆえに，� �I ���� [ �
�[ �I � [  �I � [ �が成り立つから　　 �D  �

���　 QI ��� [  �Q+ �� [
�

�
[
�H [ Q+ � [

�
�

[
�H �であるから

　　　　　　 �Q �I � [  �Q �+ � [
�

�
[
�H  ��[ Q+ � [ �� Q+ �� [

�
�

[
�H

　　　　　　　　　�� �[ Q+ � [
�

�
[
�H � �Q+ �� [

�
�

[
�H �[ Q+ � [

�
�

[
�H

　　　　　　　　　�� [ QI � [ � QI �� [ �

���　I � [ �は���回微分可能であるから　　J � � [  I � [ �[I � � [ �I �� � [

　�I �� � [  DI � [ �
�[ I � [ �を代入すると　　J � � [  �D �� I � [ �

�[ I � [ �[I � � [

　よって　　J �� � [  �D �� I � � [ ��[I � [ �
�[ I � � [ �I � � [ �[I �� � [

　　　�　　　　　�� �D �� I � � [ ��[I � [ �
�[ I � � [ �[I �� � [

　　　�　　　　　�� �D �� I � � [ ��[I � [ �
�[ I � � [ �[�

�[ I � [ ��DI � [

　　　�　　　　　�� �D �� �I � � [ ��[I � [ �
�[ I � � [ �

�[ I � [

　　　�　　　　　�� �� �D � J � [ �
�[ �[I � [ ��I � � [  �� �D � J � [ �

�[ J � [

　ゆえに　　�J �� � [ �
�[ J � [  �D �� J � [

���　 QJ � [  [ QI � [ � QI ��� [ �とおくと，����から　　 �Q �I � [  QJ � [

　また，� QI ���� [ �
�[ QI � [  QD QI � [ �が成り立つとき，����から

　　　　　　　� QJ ���� [ �
�[ QJ � [  � QD �� QJ � [

　すなわち　　� �Q �I ���� [ �
�[ �Q �I � [  � QD �� �Q �I � [

　よって　　 �Q �D  QD ��

　数列�� �QD �は� �D  �，公差���の等差数列であるから　　 QD  �Q��

13

S　���　 �3 � �D  � �D ， �3 � �D  ��� �D 　　���　略

　　　���　 Q3 � �D  Q� Q
� ��D ， Q3 � D  Q� Q

� �D

 解説

���　 �3 � [  
�G
�G[
�
�[ �� �D �[ � �D  

G

G[ ��
�[ �� �D [  �� �[ �� �D

　よって　　 �3 � �D  �� �
� �D �� �D  � �D

　また　　 �3 � [  
�G
�G[
�
�[ �� �D �[ �� �D �[ � �D  

�G
�G[
��

�[ ��� �D �[ �� �D [

　　　　　　　�� 
G

G[ ���
�[ ��� �D �[ �� �D  ��� �[ ��� �D [

　ゆえに　　 �3 � �D  ��� �
� �D ��� �D �� D  ���

�D

���　 � �Q� XY  �Q& � �QX Y� �Q& � ��Q �X � ��Y �……� �Q �Q& � ��X � ��Q �Y � QQ& � �QXY 　……��＊�

　であることを�Q�に関する数学的帰納法で証明する。

　>�@　Q ��のとき

　　� 左辺  � ��� XY  � ��X Y� � ��XY

　　� 右辺  ��& � ��X Y� ��& � ��XY  � ��X Y� � ��XY

　　よって，�＊��は成り立つ。

　>�@　Q L�のとき，�＊��が成り立つと仮定すると

　　　 � �L� XY  �L& � �LX Y� �L& � ��L �X � ��Y �……� �L �L& � ��X � ��L �Y � LL& � �LXY

　　両辺を�[�で微分すると

　　　 � ��L �
� XY  �L& � ��L �X Y� �L& � �LX � ��Y � �L& � �LX � ��Y � �L& � ��L �X � ��Y �……

　　　　　　　　　　　　　� �L �L& � ��X � ��L �Y � �L �L& � ��X � �LY � LL& � ��X � �LY � LL& X � ��L �Y

　　　　��　���� �L& � ��L �X Y�� �L& � �L& � �LX � ��Y �……�� ��L �L& LL& � ��X � �LY � LL& � ��L �XY

　　 �L&  ��L �& ��  � ， LL&  �L ��L �& ��  � ， �N �L& � NL&  N�L �& ���N  �，�，……，L

　　であるから

　　　 � ��L �
� XY  ��L �& � ��L �X Y� ��L �& � �LX � ��Y �……� L�L �& � ��X � �LY � �L ��L �& � ��L �XY

　　よって，Q L���のときも��＊��は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�に対して��＊��は成り立つ。

���　 Q3 � [  � �Q� �
Q

� ��[ �D  � �Q� �
Q

� �[ D Q
� �[ D

　 Q
� �[ D  X， Q

� �[ D  Y�とすると，����で示したライプニッツの公式から

　　 Q3 � [  � �Q� XY

　　　　��� �Q& � �QX Y� �Q& � ��Q �X � ��Y �……� �Q �Q& � ��X � ��Q �Y � QQ& � �QXY 　……�①

　ここで，��以上の整数�N����N�Q��について

　　　 � �NX  � �N� �
Q

� �[ D  NQ3
�Q N

� �[ D ， � �NY  � �N� �
Q

� �[ D  NQ3
�Q N

� �[ D

　よって　　 � �NX � �D  �
� � �� �N �Q �

Q� �  N Q
， � �NY � D  �

� � �� �N �Q �

Q� �  N Q

　したがって，①�から

　　　 Q3 � �D  �Q& � �QX � �D Y � �D  �･Q�･
Q

� ��D D  Q� Q
� ��D

　　　 Q3 � D  QQ& X � D � �QY � D  �･
Q

� �D D ･Q�  Q� Q
� �D
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S　���　証明略， �D  �， �E  ��， �Q �D  QE ��Q �� QD ， �Q �E  �� �Q � QE

　　　���　 QD  
�Q �

� �� Q� QK ， QE  
Q

� �� Q�

 解説

���　>�@　Q ��のとき

　　　　　I � � [  

��
�

[
[ �ORJ[ �

�[
 
�� ORJ[

�[
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　　よって， �D  �， �E  ���とすればよい。

　>�@　Q N�のとき

　　 � �NI � [  
�ND NE ORJ[

�N �[
�と表されると仮定する。

　　Q N���のとき

　　 � ��N �I � [  � �
�ND NE ORJ[

�N �[

�
 NE �

�

[
�

�
�N �[
�� ND � NE ORJ[ �

�N �
�N �[

　　　　　　 
��NE � �N � ND � �N � NE ORJ[
�N �[

　　よって， �N �D  NE ��N �� ND ， �N �E  �� �N � NE �とすればよい。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�に対して与えられた命題は成り立つ。

　また　　 �D  �， �E  ��， �Q �D  QE ��Q �� QD ， �Q �E  �� �Q � QE

���　 �Q �E  �� �Q � QE �から　　
�Q �E

�Q �
� �� � �Q � �

 
QE
Q

� �� Q�

　 �E  ���であるから　　
QE
Q

� �� Q�
 

��

�� �� ��

　ゆえに　　 QE  
Q

� �� Q�

　したがって， �Q �D  Q
� �� Q���Q �� QD �から

　　　　
�Q �D

�Q �
� �� � �Q � �

 �
�

�Q �
�

QD
Q

� �� Q�

　よって，Q���のとき

　　　　
QD
Q

� �� Q�
 

�D

�� �� ��
�

 O �

�Q �

& � ��
�

�O �
 �

 N �

Q

&
�

N

　この式は�Q ��のときも成り立つ。

　 QK  
 N �

Q

&
�

N
�であるから　　 QD  

�Q �
� �� Q� QK
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S　���　略

　　　���　�ア�　 �S �[ 　　�イ�　U � � [ �[ �� �SU � [ 　　�ウ�　 �S �[ 　　�エ�　
��S N �

N

　　　　�オ�　 � ��S N � �

N�� �S � �
S

� ��

 解説

���　J � [  QE
Q[ � �Q �E �Q �[ �……� �E [� �E ��� QE 
� ��とおく．

　 � �NJ � [  QE � NQ3
�Q N[ � �Q �E � N�Q �3

��Q N �[ �……� NE � NN3

　ただし　 NP3  
P �

� �P N �
���P �N

　 NN3  N��であるから　 � �NJ � �  NE N�

　 � �NJ � �  ��のとき　 NE  �

　これが�N �，�，�，……，P���について成り立つ�

　よって，J � [ �は�P�次以上の項からなり，�Q �P �次式�K � [ �を用いて，J � [  K � [
P[

　と表される．

���　条件��%��より，��S �� �次式�I � � [ �に対して　 � ��N �I � �  �　�N �，�，……，S ��

　よって，����より，�S �� �次式�K � [ �を用いて　I � � [  K � [
�S �[

　と表される．一方，I � [  U � [
S

� �[ � �であるから

　　　　　　I � � [  �U � � [ �[ �� ��SU � [
�S �

� �[ � 　……�①

　したがって，I � � [ �は�
�S �[ ， �S �

� �[ � �で割り切れ

　　　　　　I � � [  $ � [
�S �[ �S �

� �[ � 　　　　　　……�②

　と表される．①�と

　　　　U � [  �S �D �S �[ �……� �D [� �D

　　　　U � � [  �S �� �S �D �S �[ �……� �D

　より�I � � [ �の最高次の項は　��S �� �S �D �� �S �SD ��S �[  ��S �� �S �D ��S �[

　一方，②�より�I � � [ �の最高次の項は

　　　　　　�$ � [ �の最高次の項�� ��S �[

　である．

　I � � [ �の次数は��S���であるから，$ � [ �は定数で���S �� �S �D �でなければならない．

　ゆえに，②�から　�I � � [  ��S �� �S �D �S �
� �[ � � �S �[

　①�から　U � � [ �[ �� �SU � [  ��S �� �S �D �S �[

　ここで両辺の� �N �[ ���N �，�，……，S �� �の係数を比較すると

　　　　　�N �� �N �D � NND � �N �SD  �

　よって　 ND  
��S N �
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