
１

S　���　���，�， �� 　　���　���， ��，� 　　���　���，��， ��

 解説

���　求める点の座標は　　���，�， ��

���　求める点の座標は　　���， ��，�

���　求める点の座標は　　���，��， ��

２

S　���　� ��，
�

�
，� 　　���　��， ����，

��

�

 解説

���　3���，\，���とおく。

　$3＝%3�から　　 �$3  �%3

　よって　　 �
� �� � � �

� �\ � � �
� ��� � ��  �

� ��� � �� � �
� �\ � � �

� �� �

　整理すると　　���\ �　　　　ゆえに　　\ 
�

�

　したがって　　3�� ��，
�

�
，�

���　4���，\，]��とおく。

　$4＝%4�から　　 �$4  �%4

　よって　　 �
� �� � � �\ � �

� ��] � ��  �
� ��� � �� � �

� �\ � � �
� �] �

　ゆえに　　�� �\ � �
� �] �  �� �

� �\ � � �
� �] �

　整理すると　　�\���] �　……�①

　$4 &4�から　　 �$4  �&4

　よって　　 �
� �� � � �\ � �

� ��] � ��  �
� �� � � �

� �\ � � �]

　ゆえに　　�� �\ � �
� �] �  �� �

� �\ � � �]

　整理すると　　\��] ��　……�②

　①，②�を解いて　　\ ���，] 
��

�

　したがって　　4���， ����，
��

�

３

S　���　$%�：'&，()，+*　　$'：%&，(+，)*　　$(�：�%)，&*，'+

　　　���　%+ �D�E�F，&( �D�E�F，$* D�E�F　　���　略

 解説

���　$%�に等しいベクトルは　　'&，()，+*

　　$'�に等しいベクトルは　　%&，(+，)*

　　$(�に等しいベクトルは　　%)，&*，'+

���　%+ %$�$'�'+ �D�E�F

　　&( &'�'$�$( �D�E�F

　　$* $%�%&�&* D�E�F

���　') '&�&%�%) D�E�F

　よって　　$*�%+ �D�E �F ���D�E �F  �D

　　　　　　')�&( �D�E �F ���D�E �F  �D

　したがって　　$*�%+ ')�&(

４

S　���　��，��， �� ，(���

S　���　$% ���，�， �� ， $%�  (��，&$ ��， ��，� ， &$�  �(�

 解説

���　��D���F ��E�  ��D��E�F ����，�， �� ����，��， �� �� ��，�，�

　　　　　　　　　 ���， ��，� ���，��， �� �� ��，�，�

　　　　　　　　　 �������，������，��� ��

　　　　　　　　　 ��，��， ��

　　 ��D���F ��E� �  ( ���� �
� �� �

� ��  (���

���　$% ����，��� �� ，� ��  ���，�， ��

　よって　　 $%�  ( ���� �� �� ��  (��

　&$ ����，����，� ��  ��， ��，�

　よって　　 &$�  ( ���� �
� �� ��  �(�

５

S　���　�　　���　K ���　　���　�
�

(�
，
�

(�
， ��

�

(�
，� ��

�

(�
，�

�

(�
，
�

(�

　　　���　
�

�

 解説

$
%

&

'

(

)

*

+
(�

� �

���

���　&*�と�&)�のなす角は����，

　 &*�  �， &)�  ��であるから

　　$(･&) &*･&)

　　　　　�� &*� &)� FRV���

　　　　　�� ����
�

�
 �

���　D･E ��� �� �� �� �� �� �� �� �� ��  �

　また　FRVK 
･D E

D E�
� 

�

( ���� �
� �� �

� �� ( ���� �� �
� �� �

� ��

　　　　　　� 
�

��
 
�

�

　���K������であるから　　K ���

���　求める単位ベクトルを�  H � [，\，] �とする。

　D�H，E�H�であるから　　D･H �，E･H �

　よって　　  ���[ \ �] ���……�①，  �[ \ ���……�②

　また，  H� ��であるから　　  ���[ �\ �] ���……�③

　②�から　　  \ [　　　更に�①�から　　  ] �[

　これらを�③�に代入して　　�  ���[ �[ �
� �[ �

　ゆえに　　  � �[ �　　　よって　　  [ �
�

(�

　このとき　　  \ �
�

(�
，  ] 3

�

(�
��複号同順�

　したがって，求める単位ベクトルは

　　　　　　H � �
�

(�
，
�

(�
，�

�

(�
，� ��

�

(�
，�

�

(�
，
�

(�

���　$% ���， ��，� ，$& ���， ��，� �であるから

　　　　　　 $%  ( ���� �� �
� �� ��  (��，

　　　　　　 $&  ( ���� �� �
� �� ��  (��，

　　　　　　$%･$& � �� �� �� �� �� �� �� ���� ��

　したがって　　6 
�

�
( �

�
$%

�
$&

�

� ･$% $&  
�

�
( �･�� (��

�
� (��

���  
�

�

　T　FRV�%$& 
･$% $&

$% $&
 

��

�(�� (��
 

��

(���

　VLQ�%$&!��から　　VLQ�%$& ) ��
�

� �
��

(���
 

�

(���

　したがって　　6 
�

�
$% $& VLQ�%$& 

�

�
･(�� ･(�� ･

�

(���
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�
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１

S　[\�平面：��，�，��，\]�平面：���，�，���，[�軸：��，��，��

　　　原点：���，��，��

 解説

[\�平面に関して対称な点の座標は　　��，�，��

\]�平面に関して対称な点の座標は　　���，�，���

[�軸に関して対称な点の座標は　　　����，��，��

原点に関して対称な点の座標は　　�　���，��，��

U　次の座標平面，座標軸，点に関して，点�� D，E，F �と対称な点の座標は

　　　　　[\�平面��……���D，E， �F 　　　[�軸��……���D，�E， �F

　　　　　\]�平面��……��� �D，E，F 　　　\�軸��……����D，E， �F

　　　　　][�平面��……���D， �E，F 　　　]�軸��……����D， �E，F

　　　　　原点��……����D，�E， �F

２

S　���　(��　　���　��，�， ��
�

�
　　���　� ��

�

�
，�，�

 解説

���　$% ( ���� ��� � �� �
� �� � �

� ��� �  (��

���　3���，�，]��とおく。

　$3 %3�から　　 �$3  �%3

　よって　　 �
� ��� � �� � �

� �� � � �
� �] �  �

� �� � � �
� �� � � �

� ��] � ��

　整理すると　　�] ��　　　　よって　　] �
�

�

　したがって　　3���，�， ��
�

�

���　4�� [，\，� �とおく。

　24 $4�から　　 �24  �$4

　よって　　　　 �[ � �\  �
� ��[ � �� � �\ � �

� �� �

　整理すると　　�[�� �　……�①

　24 %4�から　　 �24  �%4

　よって　　　　 �[ � �\  �
� �[ � � �

� �\ � � �
� ��� � ��

　整理すると　　�[�\�� �　……�②

　①，②�を解いて　　[ �
�

�
，\ �

　したがって　　4�� ��
�

�
，�，�

３

S　���　$* D�E�F，') D�E�F　　���　略

 解説

���　$* $%�%&�&* $%�$'�$( D�E�F

　　') '&�&%�%) $%�$'�$( D�E�F

���　%+ %$�$'�'+ �$%�$'�$( �D�E�F

　　&( &'�'$�$( �$%�$'�$( �D�E�F

　および�����より

　　　　�%+��') ���D�E �F� ���D�E �F�

　　　　　　　　�　 ��� �� D��� �� E��� �� F

　　　　　　　　　� �D�E��F

　また　　�$*��&(��%& ��D�E �F� ����D�E �F� ��E

　　　　　　　　　　　　　� �� �� D����� �� E��� �� F

　　　　　　　　　　　　　� �D�E��F

　したがって　　�%+��') �$*��&(��%&

４

S　���　①　��， ��，� ，(��　　②　� ��，�，� ，�(�

　　　���　①　� �，�，� ，(�　　②　��，�， �� ，�

 解説

���　D�E � �，�，� ���，��， ��

　　　　� ����，���，� ��  ��， ��，�

　　 D�E�  ( ���� �
� �� ��  (��

���　�D��E�F �� �，�，� ����，��， �� ����，�， ��

　　　　　　　 � �，�，� ���，��， �� ����，�， ��

　　　　　　　 ������，�����，��� ��  � ��，�，�

　　 �D��E�F�  ( ���� �� �� ��  �(�

���　2$ � �，�，�

　　 2$�  ( ���� �� ��  (�

���　%& ����，��� �� ，�� ��  ��，�， ��

　　 %&�  ( ���� �� �
� ��  �

５

S　���　�ア�　�　　�イ�　��　　

　　　���　�ア�　内積は��，K ���　　�イ�　内積は��(�，K ����

　　　���　�ア�　� �
�

(�
，
�

(�
，
�

(�
，��

�

(�
，�

�

(�
， ��

�

(�

　　　　　�イ　���， ��，� ，��，�， �� 　　���　�ア�　
�

�
　　�イ�　

�

�

 解説

���　�ア�　$'�と�$&�のなす角は����， $&�  ��であるから

　　$'･(* $'･$& $'� $&� FRV���

　　　　　　 (� ���
(�
�
 �

　�イ�　$% &,�となる点�,�をとる。

　　&,�と�&+�のなす角は�����， &+�  (� �であるから

　　$%･&+ &,･&+ &,� &+� FRV����

　　　　　　 ��(� �� ��
�

(�
 ��

���　�ア�　内積は　　� �� �� �� �������� �

　　また　　FRVK 
�

( ���� �� �� �� ( ���� �� �� ��
 
�

(�

　　����K������であるから�　　K ���

　�イ�　内積は　　����� �� �(� ���� ��  �(�

　　また　　FRVK 
�(�

( ���� �
� �� �� ( ���� �

� (�
�

� ��
 

�(�

�(� �(�
 �

�

�

　　����K������であるから　　K ����

���　�ア�　H � [，\，] �とする。

　　D�H�であるから　　D･H �　　すなわち　　�[�\��] �　……�①

　　E�H�であるから　　E･H �　　すなわち　　[��\�] �　��……�②

　　
�

H  �� �であるから　　 �[ � �\ � �]  ���……�③

　　①，②�から�[，\�を�]�で表して　　[ ]，\ ]

　　これを�③�に代入して　　� �]  �　　ゆえに　　] �
�

(�

　　] 
�

(�
�のとき　　　[ \ 

�

(�

　　] �
�

(�
�のとき　　[ \ �

�

(�

　　よって　　H � �
�

(�
，
�

(�
，
�

(�
，��

�

(�
，�

�

(�
， ��

�

(�

　�イ�　S � [，\，] �とする。

　　D�S�であるから　　D･S �　　すなわち　　�\�] ���　　��……�①

　　E�S�であるから　　E･S �　　すなわち　　�[��\�] �����……�②

　　
�

S  �� �であるから　　 �[ � �\ � �]  ���……�③

　　①，②�から�[，\�を�]�で表して　　[ �]，\ �
]

�

　　これを�③�に代入して　　
�

�
�]  �　　ゆえに　　] ��

　　] ��のとき　　　[ ��，\ ��

　　] ���のとき　　[ �，\ �

　　よって　　S ���， ��，� ，��，�， ��

���　�ア�　$% � ��，�，� ，$& � ��，�，� �であるから

　　$%･$& � �� �� �� �������� �

　　
�

$%  �
� �� � �� � ��  �

　　
�

$&  �
� �� � �� � ��  �

　　よって　　6 
�

�
( ��� � ��  

�

�

　�イ�　$% � ��，�，� ，$& ��，�， �� �であるから

　　$%･$& � �� ���������� ��  �

　　
�

$%  �
� �� � �� � ��  ��

　　
�

$&  �� � �� � �
� ��  �

　　よって　　6 
�

�
( ���� � ��  

�

�

　U　6�は，それぞれ次のようにして求めることもできる。

　�ア�　FRV�$ 
･$% $&

$% $&
 

�

�(� �
 
�

(�

　　����$������であるから　　�$ ���
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　　よって　　6 
�

�
$% $& VLQ�� � 

�

�
�(� ���

�

(�
 
�

�

　�イ�　FRV�$ 
･$% $&

$% $&
 

�

(�� (�
 

�

(��

　　����$������より，VLQ�$!��であるから

　　VLQ�$ ) ��
�

� �
�

(��
 

�

(��

　　よって　　6 
�

�
$% $& VLQ�$ 

�

�
�(�� �(� �

�

(��
 
�

�

１

S　'���，��，����または��'���，��，�����または��'����，�，��

 解説

'��D，E，F��とする。

>�@　$% &'�のとき

　$%＝���，�，��，&' �D��，E��，F �� �から

　　　　　�� D��，� E��，� F��

　よって，D �，E ��，F ��であり　　'���，��，��

>�@　$% '&�のとき

　$% � ��，�，� ，'& ���D，���E，�� �F �から

　　　　　�� ��D，� ���E，� ���F

　よって，D �，E ��，F ���であり　　'���，��，���

>�@　$& '%�のとき

　$& ��，��， �� ，'% ����D，��E，� �F �から

　　　　　� ���D，�� ��E，�� ��F

　よって，D ��，E �，F ��であり　　'����，�，��

T　四角形が平行四辺形であるための条件は，��本の対角線がそれぞれの中点で交わる

　ことである。

　>�@　対角線が�%&，$'�の場合

　　対角線�%&�の中点の座標は　　�
�

�
，�， ��

�

�
，

　　対角線�$'�の中点の座標は　　� �
�D �

�
，
�E �

�
，
�F �

�

　　これらが一致することから　　D �，E ��，F �　　　ゆえに　　'���，��，��

　>�@　対角線が�$&，%'，>�@　対角線が�$%，&'�の場合も同様である��解答は省略�。

２

S　G �D��E�F

 解説

G SD�TE�UF�とすると

　　　　��������� ��  S�� ��������� �T������ ������ �U����������� ��

ゆえに　��������� ��  �S��U����S�T�U����S��T ��U

よって　� S��U，� �S�T�U，�� �S��T��U

これを解いて　　S �，T ��，U �

したがって　　　G �D��E�F

３

S　���　W �
�

�
�のとき最小値�

�

(�
　　���　(��

 解説

���　D�WE � �，�，� �W��，�， ��  ���W，���W，� �W

　ゆえに　　
�

�D WE�  �
� �� W � �

� �� �W � �
� �� W  � �W ��W�� �

�

� ��W
�

�
�
�

�

　よって，
�

�D WE� �は�W �
�

�
�のとき最小となり， D�WE� ���であるから� D�WE� �も

　このとき最小になる。

　したがって　　W �
�

�
�のとき最小値�)

�

�
 
�

(�

�

�

�
�

�

$

%2

[
\

]

�3

% �

���　[\�平面に関して�$�と�%�は同じ側にある。

　そこで，[\�平面に関して点�%�と対称な点を�% ��とする

　と�% ����，�，����であり，3% 3% ��であるから

　　　$3�3% $3�3% ��$% �

　よって，3�として直線�$% ��と�[\�平面の交点� �3 �をと

　ると�$3�3%�は最小となり，最小値は

　　　$% � ( ���� �� � �
� �� � �

� ��� �  (��

４

S　V ��，W ��のとき最小値�(�

 解説

　　　　VD�WE�F V� �，�，� �W� �，�，� ���， ��，�

　　　　　　　　��� �V�W��，V�W��，V ��

したがって

　
�

��VD WE F�  �
� ��V W � � �

� ��V W � � �
� �V �

　　　　　　　 �
�V � �W ����VW��W ��V �� ������V �W � �VW �W �V �� ���V �V �

　　　　　　　 � �W ��VW�� �V ��V�� ��
�W ��VW �� �V ��V��

　　　　　　　 � �
� �W V �� �V �� �V ��V�� � �

� �W V � �V ��V��

　　　　　　　 � �
� �W V � �

� �V � ��

ゆえに，
�

��VD WE F� �は�W�V ��かつ�V�� ��すなわち�V ��，W ��のとき最小値���

をとる。

VD�WE�F� ���であるから，このとき� VD�WE�F� �も最小で，その最小値は　(�

よって　　V ��，W ��のとき最小値�(�

５

S　�
�

�
�D

 解説

$%･$& $&･$' $'･$% D�D�FRV��� 
�D

�

%3 $3�$% �$%�
�

�
$'�であるから

　　　　$4･%3 �
�

�
$% ��

�

�
$& �����$% ��

�

�
$'

　　　　　　　��� �
�

�

�
$% �

�

�
$%･$'�

�

�
$&･$%�

�

�
$&･$'

　　　　　　　��� �
�

�
�D

６

S　� (�，�，� ，���；�(�，�， �� ，����

 解説

求めるベクトルを�D � [，\，] �とする。

D  ��から　　
�

D  �

ゆえに　　 �[ � �\ � �]  �　……�①
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�H  � �，�，� ， �H  � �，�，� ， �H  � �，�，� �とすると，これらは，

それぞれ�[�軸，\�軸，]�軸の正の向きを表す単位ベクトルである。

条件より，D�と� �H �のなす角が�����であるから　　D･ �H  D �H FRV���

すなわち　　[ ����
�

(�
　　よって　　[ (� 　……�②

また，D�と� �H �のなす角が�����であるから　　　　D･ �H  D �H FRV���

すなわち　　\ ����
�

�
　　　よって　　\ �　　�……�③

②，③�を�①�に代入して　　

　　　　　　 �
� (� �

�� � �]  �　　ゆえに　　 �]  �

よって　　] ��

したがって　　D � (�，�，� ，�(�，�， ��

D�が�]�軸の正の向きとなす角を�F�����F ����� とすると

　>�@　D � (�，�，� �のとき

　　　　　FRVF 
･D �H

D �H
 
�

�
　　����よって　　F ���

　>�@　D �(�，�， �� �のとき

　　　　　FRVF 
･D �H

D �H
 �

�

�
　　よって　　F ����

１

S　 E�  �， D�E�F�  �

 解説

D�と�E�のなす角が�����であるから　　D･E D� E� FRV���

これに� D�  ��を代入して　　　　　�D･E � E� 　……�①

また，D�F，E�F�であるから　　　��D･F �，E･F �　……�②

�D�E �F� ���D ��E� �であるから　����D�E �F� ･��D ��E�  �　……�③

ここで， D�  ��と�①，②�から

　　　　�D�E �F� ･��D ��E�  ��
�

D� �D･E �D･F� ��� D･ ��E
�

E� E･F�

　　　　　　　　　　　　　�� �
�

D� ��D･E��
�

E�  �� �� ���� E� ��
�

E�

　　　　　　　　　　　　　�� �� ���
�

E� � E� ��  �� �� E� �� �� E� ��

よって，③�から　　�� E� ��� �� E� ��  �　　　　 E� !��であるから　 E�  �

これを�①�に代入して　　D･E �

したがって　　
�

��D E F�  �D�E �F ･�D�E �F

　　　　　　　　　　　　� 
�

D� �
�

E� �
�

F� ����D･E�E･F �F･D�

　　　　　　　　　　　　� �� � �� � �� ������ ��  ��

D�E�F� !��であるから　　 D�E�F�  �

２

S　�ア�　 (�
�

D　　�イ�　�
�D

�
　　�ウ�　�

�

�
　　�エ�　���

 解説

$

( *

0
D

(� D

(� D

(* (� D，$* ( ��D �
� (� D  (� D�であるから

　　　(0 $(VLQ�($* D�
(� D

(� D
 

ア
(�
�

D

また，(0･0$ �，'0･0$ ��であるから

　　　($･'$ �(0 �0$� ･�'0 �0$�

　　　　　　　 (0･'0�
�

0$�

ここで，($･'$ �，0$ DFRV�($* D�
D

(� D
 

D

(�
�であるから

　　　　　� (0･'0�
�

� �
D

(�
　　　よって　　(0･'0 

イ

�
�D

�

また　　　FRVD 
･(0 '0

(0� '0�
 

･(0 '0
�

(0�
 

�
�D

�

�

�
�D

 
ウ

�
�

�

��� �D �����であるから　　D エ����

３

S　���　 (��
�

　　���　
�

�
　　���　� �

(�
�

U，
�

�
U，� ，�

(�
�

U， ��
�

�
U， (�

�
U

 解説

���　2$ � �，�，� ，2% � �，(�，� �より

　　　　　　 2$  �，�� 2%  ( ���� �
� (�

��  (�� ，

　　　　　　2$･2% �･���･(� ��･� �

　よって　　FRV  K
2$･2%

2$ 2%
 

�

�(��
 (��

�

���　�$24 K�と��2$4 ����は鋭角であるから，4�から線分�2$�へ垂線�4+�を引

　くことができる。

2 $+

%

4

���K

�

(��

　また，4�は線分�2%�上の点であるから，24 N2%

　���N����と表される。

　このとき　　24 2% N (�� N

　　　　　　VLQK ( �� �FRV K  ) ��
�

� �
(��
�

 
�(�
�

　よって　　4+ 24VLQK (�� N･
�(�
�
 �(� N

　また　　　+$ 
�

(�
4+ 

�

(�
･�(� N �N

　　　　　　2+ 24FRVK (�� N･
(��
�
 �N

　2+�+$ 2$�より　　�N��N �

　したがって　　N 
�

�
　　���N���を満たす�

���　25 � [，\，] �とする。

　条件��$��から　　
�

25  �U 　　すなわち　　 �[ � �\ � �]  �U 　……�①

　条件��%��から　　25･2$ 25 2$ FRV���　　すなわち　　�[ U･�･
(�
�

　したがって　　[ (�
�

U　……�②

　条件��&��から　　25･2% �(� U　　すなわち　　�[�(� \��] �(� U

　よって　　(� [�\�(� ] �U　……�③

　②�を�①，③�に代入すると　　 �\ � �]  
�

�
�U 　……�④，��\�(� ] 

�

�
U　……�⑤

　⑤�から　　\ �(� ]�
�

�
U　……�⑥

　④�に代入して　　
�

� ���(� ]
�

�
U � �]  

�

�
�U

　整理すると　　]��] �(� U  �　　　　　したがって　　] �， (�
�

U　……�⑦

　②，⑥，⑦�から，点�5�の座標は　　� �
(�
�

U，
�

�
U，� ，�

(�
�

U， ��
�

�
U， (�

�
U

\
2

[

]

5 D

���

U

$

T　条件��$�，�%��から

　　25 � UFRV���，UVLQ���FRVD，UVLQ���VLQD

　　　��� � �
(�
�

U，
�

�
UFRVD，

�

�
UVLQD 　����D �����

　とおける。ただし，D�は�25�の�\]�平面への正射影と

　\�軸の正の部分が作る角である。

　条件��&��より　　25･2% �(� U

　よって　　　　
�(�
�

U� (�
�

UFRVD�
�

�
UVLQD �(� U

　整理すると　　(� VLQD�FRVD �
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　　　　　　　　�VLQ � �D ���  �

　　　　　　　　VLQ � �D ���  
�

�

　����D����������であるから　　D���� ���，����

　よって　　　　��D ��，����

　したがって，点�5�の座標は　　� �
(�
�

U，
�

�
U，� ，�

(�
�

U， ��
�

�
U， (�

�
U

１

S　2* 
�

�
D�
�

�
E�

�

��
F

 解説

　23 
��D �E

�� �
 
�

�
D�
�

�
E

　24 
��

�
23 

��

� �
�

�
D ��
�

�
E  

�

�
D�

�

�
E

　25 
�2& �24

�
 
�

�
F�
�

� �
�

�
D ��
�

�
E  

�

�
D�
�

�
E�
�

�
F

　よって　2* 
��2$ 25 2%

�

　　　　　��　 
�

�
D�
�

� �
�

�
D�
�

�
E ��
�

�
F �

�

�
E

　　　　　��　 
�

�
D�
�

�
E�

�

��
F

２

S　���　略，&7：78 �：�　　���　略

 解説

$

%

&

'

(

)

*
+

78

���　$% E，$' G，$( H�とする。

　7�は�△%'(�の重心であるから　$7 
��E G H

�

　よって　　&7 $7�$& 
��E G H

�
��E �G�

　　　　　　　�� 
����E �G H

�

　　　　　　&8 $8�$& 
H

�
��E �G�  

����E �G H

�

　ゆえに　　&8 
�

�
&7

　したがって，��点�&，7，8�は一直線上にあり　　&7：78 �：�

$

%

&

'

+

.

3

5

4
G

E

H

(

)

*���　$% E，$' G，$( H�とすると

　　　　　$3 
E

�
，$4 

G

�

　また　　$* $%�%&�&* E�G�H

　点�5�は対角線�(*�の中点であるから

　　　　　$5 
�$( $*

�
 

��E G �H

�

　ゆえに，△345�の重心�.�について

　　　　　$. 
��$3 $4 $5

�
 
�

� �
E

�
�

G

� ��
��E G �H

�
�

　　　　　　　 
��E G H

�

　よって　　$* �$.

　したがって，対角線�$*�は�△345�の重心�.�を通る。

３

S　[ �

 解説

�解答���　$3 � �，�，[ ，$% � �，�，� ，$& � �，�，�

　��点�$，%，&�は一直線上にないから，点�3�が平面�$%&�上にあるための条件は，

　$3 V$%�W$&�となる実数�V，W�があることである。

　よって　　� �，�，[  V�� �，�，� �W�� �，�，�

　すなわち　� �，�，[  ��V，�V��W，��V ��W

　ゆえに　　�V �，�V��W �，�V��W [　

　よって　　V 
�

�
，W �

�

�
　　　したがって　　[ �

�解答���　��点�$，%，&�は一直線上にないから，原点を�2�とすると，点�3�が平面�$%&

　上にあるための条件は，23 V2$�W2%�X2&，V�W�X ��となる実数�V，W，X�

　があることである。

　よって　　� �，�，[  V�� �，�，� �W�� �，�，� �X�� �，�，�

　すなわち　� �，�，[  �V��W�X，V��W��X，�W ��X

　ゆえに　　V��W�X �，V��W��X �，�W��X [

　また　　　V�W�X �

　これらを解くと　　V �
�

�
，W 

�

�
，X �

�

�
　　

　したがって　　[ �･
�

�
��･� ��

�

�
 �

T　��点�$，%，&�を通る平面の方程式を求めると　　�[��\�]�� �

　この平面上に点�3�があるための条件は　　�･���･��[�� �　

　よって　　[ �

４

S　���　23 
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F　　���　23 

�

�
2$�

�

�
2%�

�

�
2&

 解説

$�� D�

%�� E�

&�� F�

'

(

*

2
3

)

0

���　20 2$�$'�'0 2$�2%�
�

�
2&

　　　　 D�E�
�

�
F

　点�3�は直線�20�上にあるから，

　　23 N20���N�は実数��とおけて

　　　　　23 N20 N�D�E ��
�

�
F�

　　　　　　�� ND�NE�
�

�
NF　……�①

　また，点�3�は平面�$%&�上にあるから，&3 V&$�W&%���V，W�は実数���とおけて

　　　　23 2&�&3 F�V�D �F� �W�E �F�  VD�WE����V �W F　……�②

　��点�2，$，%，&�は同じ平面上にないから，23�の�D，E，F�を用いた表し方はただ

　��通りである。

　①，②�から　　V N，W N，��V�W 
�

�
N

　V，W�を消去すると　　　　��N�N 
�

�
N　　　　　これを解くと　　N 

�

�
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　これを�①�に代入して　　��23 
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F

　T　点�3�は平面�$%&�上にあるから，①�より

　　　　　　　　　　　　���N�N�
�

�
N �　　　　　これを解くと　　N 

�

�

　　よって　　23 
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F

$

%

&

'

(

)

3

2

�

�

�

�

*

���　2$ D，2% E，2& F�とすると

　　　　　2' 
D

�
，��2( 

E

�
，��2) 

�

�
F

　よって　　2* 
��2' 2( 2)

�

　　　　　　　�� 
�

� �
D

�
�

E

� ��
�

�
F�

　　　　　　　�� 
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F

　点�3�は直線�2*�上にあるから，23 N2*��� N�は実数 �とおけて

　　　　　　23 N�
�

�
D�
�

�
E ��
�

�
F  

N

�
D�

N

�
E�
�

�
NF　……�①

　また，3�は平面�$%&�上にあるから，V，W�を実数として�$3 V$%�W$&�と表される。

　これを変形すると　　23�2$ V�2% �2$ �W�2& �2$

　よって　　23 ���V �W 2$�V2%�W2& ���V �W D�VE�WF　……�②

　①，②�から　　
N

�
D�

N

�
E�
�

�
NF ���V �W D�VE�WF

　��点�2，$，%，&�は同じ平面上にないから

　　　　　　　　�
N

�
 ��V�W，��

N

�
 V，��

�

�
N W

　ゆえに　　
N

�
 ��

N

�
�
�N

�
　　　　これを解くと　　N �

　N ��を�①�に代入して　　23 
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F

　すなわち　　23 
�

�
2$�

�

�
2%�

�

�
2&

　U　一直線上にない���点�$�� D� ，%�� E� ，&�� F� �の定める平面を�D�とするとき，

　　　次のことが成り立つ。

　　　　　　点�3�� S� �が平面�D�上にある

　　　　　　　　� ���S VD�WE�XF，V�W�X �　�V，W，X�は実数�

　　このことを利用すると，①�から直ちに�N�の値を求めることができる。

　　�別解�　3�は平面�$%&�上にあるから，①�より

　　　　　　　　　
N

�
�

N

�
�
�

�
N �　　　　これを解くと　　N �

５

S　� �
�

�
，
�

�
，
�

�

 解説

点�+�は平面�$%&�上にあるから

　　　2+ V2$�W2%�X2&，　V�W�X �　……�①　　�V，W，X�は実数�

と表される。

よって　　　2+ V� �，�，� �W�� �，�，� �X� �，�，�  � V，�W，X

2+��平面�$%&�であるから　　2+�$%，2+�$&

ここで　　$% � ��，�，� ，$& � ��，�，�

2+･$% ��から　　V�� �� ��W���X�� �　　　よって　W 
�

�
V　……�②

2+･$& ��から　　V�� �� ��W���X�� �　　　よって　X V　……�③

①，②，③�を解くと　　V 
�

�
，W 

�

�
，X 

�

�

ゆえに，2+ � �
�

�
，
�

�
，
�

�
�であるから，点�+�の座標は　� �

�

�
，
�

�
，
�

�

V　点�3�が平面�$%&�上にある

　　　　　 23 V2$�W2%�X2&，V�W�X ����V，W，X�は実数�

１

S　���　01 
����D E �F

�
，*1 

��D �F

�
　　���　2* 

�

�
D�
��

��
E�
�

�
F

 解説

�

2

%

$

&

0

1

*
D

E

F

�

���　01 21�20 
�･� 2% �2&

�� �
�

�2$ 2%

�

　　　�� 
�E �F

�
�
�D E

�
 

����D E �F

�

　*1 21�2* 
�2% �2&

�
�

�2$ 2%

�

　　�� 
�E �F

�
�
�D E

�
 

��D �F

�

2

$

%

&

4�

D E

F
�

� 3

�

*

���　点�3�は線分�$%�を��：��に内分するから

　　　23 
��D �E

�� �
 
�

�
D�
�

�
E

　点�4�は線分�23�を���：��に外分するから

　　　24 
��

�
23 

��

� �
�

�
D ��
�

�
E�  

�

�
D�
�

�
E

　点�*�は�△4%&�の重心であるから

　　　2* 
��24 2% 2&

�
 
�

� �
�

�
D ��
�

�
E� �

�

�
E�
�

�
F

　　�　　�� 
�

�
D�
��

��
E�
�

�
F

２

S　���　証明略，7+：+' �：�　　���　略

 解説

$�� D�

%�� E�

&�� F�

'

(

*

2 +

7
)

���　2$ D，2% E，2& F�とする。

　7�は�辺�2&�の中点であるから

　　　　　　27 
�

�
F

　+�は�△$%&�の重心であるから

　　　　　　2+ 
��D E F

�

　よって　　7+ 2+�27

　　　　　　　��� 
��D E F

�
�
�

�
F 
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F　……�①

　　　　　　7' 2'�27 D�E�
�

�
F　……�②

　①，②�から　　7' �7+

　したがって，��点�7，+，'�は一直線上にあり　　7+：+' �：�

+
*

(

)

'

&

$

%
3

5

4

G

E
.

�

�

�
�

�
�

H

���　$% E，$' G，$( H�とする。

　　　　$3 
�

�
E，$4 

�

�
G

　また，$* E�G�H��……�①�から

　　　　$5 
��$( $*

�
 

��E G �H

�

　ゆえに，△345�の重心�.�について

第２講　例題　　　　　　　　　　　　��　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　���第２講　例題演習

-190-



　　　$. 
�

�
�$3�$4 �$5�  

�

� �
�

�
E�
�

�
G ��

��E G �H

�
 

��E G H

�
　……�②

　①，②�から　　$* �$.

　したがって，対角線�$*�は�△345�の重心�.�を通る。

３

S　���　[ �　　���　] ��

 解説

���　2& � [，��，� ，2$ � �，�，� ，2% ���，�， �� �に対して，

　2& V2$�W�2%�となる実数�V，W�があるから

　　　� [，��，�  V� �，�，� �W���，�， ��

　すなわち

　　　� [，��，�  �V�W，�V��W，�V ��W

　ゆえに　　[ V�W　　��……�①

　　　　　　�� �V��W　……�②

　　　　　　� �V��W　��……�③

　②，③�から　　　　V �，W �

　よって，①�から　　[ �

���　$' ���，��，] �� ，$% � �，�，� ，　$& � �，�，� �に対して，

　$' V$%�W$&�となる実数�V，W�があるから

　　　���，��，] ��  V� �，�，� �W� �，�，�

　すなわち

　　　���，��，] ��  �V��W，V�W，V ��W

　ゆえに　　�� V��W　���……�①

　　　　　　�� V�W　　�……�②

　　　　　　]�� V��W　……�③

　①，②�から　　　　V �，W ��

　よって，③�から　　] ��

４

S　���　2. 
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F　　���　2. 

�

��
D�

�

��
E�

�

��
F

 解説

$

%

&

'

(

)
* .

0
2

���　点�.�は直線�20�上にあるから　2. N20�� N�は実数 �

　とおける。

　ここで　20 2%�%*�*0 E�F�
�

�
D

　よって　2. N20 N�
�

�
D�E ��F  

N

�
D�NE�NF

　ところで点�.�は平面�$%&�上にあるから

　　　　
N

�
�N�N �

　よって　N 
�

�

　したがって　2. 
�

�
･
�

�
D�

�

�
E�
�

�
F 
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F

���　点�.�は直線�2*�上にあるから�2. N2*���N�は実数��とおける。

�

� �

�

�

�

2

$

&

%

.

*

4

53

　23 
�

�
D，24 

�

�
E，25 

�

�
F�であるから

　2* 
�

�
�23�24 �25�  

�

� �
�

�
D�
�

�
E ��
�

�
F�

　　�� 
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F

　よって　2. N2* N�
�

�
D�

�

�
E ��
�

�
F�

　　　　　　��� 
N

�
D�
�N

�
E�

N

�
F

　ところで，点�.�は平面�$%&�上にあるから　
N

�
�
�N

�
�

N

�
 �

　よって　N 
��

��
　　したがって　2. 

�

��
D�

�

��
E�

�

��
F

５

S　� �
��

��
，
��

��
，
��

��

 解説

+�が平面�$%&�上にあるから

　　　　　　2+ V2$�W2%�X2&，　��V�W�X ���……�①

�V，W，X�は実数���と表される。

よって　　　2+ V� �，�，� �W� �，�，� �X� �，�，�

　　　　　　���　 � �V，�W，�X 　……�②

2+��平面�$%&��であるから，2+�は�$%�と�$&�の両方に垂直である。

よって　　　2+･$% �����……�③，��2+･$& �����……�④

$% � ��，�，� �であるから，③�より　　�V�� �� ��W����X�� �

ゆえに　　　　　��V��W �　……�⑤

$& � ��，�，� �であるから，④�より　　�V�� �� ��W����X�� �

ゆえに　　　　　��V��X �　……�⑥

⑤，⑥�から　　��W 
�

�
V，X 

�

�
V　……�⑦

⑦�を�①�に代入して　　V�
�

�
V�
�

�
V �　　　　これを解いて　　V 

�

��

このとき，⑦�から　　W 
�

��
，X 

�

��

V，W，X�の値を�②�に代入すると　　2+ � �
��

��
，
��

��
，
��

��

したがって，点�+�の座標は　　� �
��

��
，
��

��
，
��

��

１

S　略

 解説

$% E，$& F，$' G�とすると

　　　　$3 
$%

�
 

E

�
，��$4 

�$% �$&

�� �
 
�E �F

�
，

　　　　$5 
�$& �$'

�� �
 
�F �G

�
，��$* 

��$% $& $'

�
 

��E F G

�

線分�$*�を��：��に内分する点を�6�とすると

　　　　$6 
�

�
$* 

�

�
�

��E F G

�
 
�� ��E F G�

��

△345�の重心を�+�とすると

　　　　$+ 
��$3 $4 $5

�
 
�

� �
E

�
�
�E �F

� ��
�F �G

�

　　　　　��� 
�

�
�

���E �� �E �F� � �F �G�

�
 
�� ��E F G�

��

よって　　$6 $+

ゆえに，6�と�+�は一致する。

すなわち，線分�$*�を��：��に内分する点は，△345�の重心と一致する。

２

S　略

 解説

点�5�が���点�$，3，4�の定める平面上にあるための条件は，$5 V$3�W$4�となる実

数�V，W�が存在することである。

$% D，$' E，$( F�とすると

　　　　　$3 $%�%3 D�
�

�
F，$4 $%�%)�)4 D�F�

�

�
E，

　　　　　$5 $'�'5 E�
�

�
F

$5 V$3�W$4�とすると

　　　　　E�
�

�
F V�D ��

�

�
F �W�D�

�

�
E ��F

よって　　E�
�

�
F �V �W D�

�

�
WE��

�

�
V ��W F

��点�$，%，'，(�は同じ平面上にないから

　　　　　V�W �　……�①，
�

�
W �　……�②，

�

�
V�W 

�

�
　……�③

①，②�から　　V �
�

�
，W 

�

�
　　　これは�③�を満たす。

ゆえに，$5 V$3�W$4�となる実数�V，W�が存在するから，��点�$，3，4，5�は同一

平面上にある。

３

S　辺�%&�を��：��に内分する点を�4，線分�4'�を��：��に内分する点を�5�とすると，

　　　点�3�は線分�$5�を���：��に内分する点

 解説

与えられた等式から　　$3���$3 �$%� ���$3 �$&� ���$3 �$'�  �
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よって　　��$3 �$%��$&��$'

ゆえに　　$3 
���$% �$& �$'

��
 
�

�� ���
��$% �$&

� ���$'

��$% �$&

�
 $4�とおくと

$

%
&

'

�

�

�4

5
�

�
3

��

　　　$3 
�

�� �
�$4 ��$'�  

��

��
�

��$4 �$'

��

��$4 �$'

��
 $5�とおくと　　$3 

��

��
$5

よって　　%4：4& �：�，45：5' �：�，

　　　　　$3：35 ��：�

したがって，辺�%&�を��：��に内分する点を�4，線分�

4'�を��：��に内分する点を�5�とすると，点�3�は線分�

$5�を���：��に内分する点である。

４

S　���　$6 
�

�
F�
�

�
G　　���　�：�

 解説

$

%

&

'

3 4

5
6

���　$% E�とおくと

　　　$3 
�E F

�

　　　$4 
�$3 $'

�
 
�

� �
�E F

� ��G  
��E F �G

�

　　　$5 
�

�
$4 

�

�
�

��E F �G

�
 

��E F �G

�

　点�6�は直線�%5�上にあるから

　　　　　　%6 N%5　……�①

　�N�は実数���とおける。

　①�から　���$6�$% N�$5 �$%�

　よって　　$6 $%�N�$5 �$%�  E�N�
��E F �G

� ��E

��　　　　　　　 �� ��
�

�
N E�

N

�
F�

N

�
G　……�②

　また，点�6�は平面�$&'�上にあるから，V，W�を実数として

　　　　　　　　$6 VF�WG　……�③　　と表される。

　②，③�から　　�� ��
�

�
N E�

N

�
F�

N

�
G VF�WG

　��点�$，%，&，'�は同じ平面上にないから

　　　　　　　　��
�

�
N �，�

N

�
 V，�

N

�
 W

　よって　　N 
�

�
，�V 

�

�
，�W 

�

�
　　　　したがって　　$6 

�

�
F�
�

�
G

���　点�7�は直線�$6�上にあるから，$7 O$6���O�は実数���とおける。

　����から　　$7 O�
�

�
F ��
�

�
G  

O

�
F�
�

�
OG

　7�は直線�&'�上にあるから　　
O

�
�
�

�
O �　　　　ゆえに　O 

�

�

　よって　　$7 
�

�
F�
�

�
G 

�F �G

�� �

　すなわち，7�は辺�&'�を��：��に内分する。

　したがって　　&7：7' �：�

５

S　25：24 ��：��

 解説

2�に関する位置ベクトルを考え，$ � D ，% � E ，& � F ，' � G ，( � H ，) � I �とする。

また，5は線分�24�上にあるから，25：24 N：��とおくと，

　　　　　24 
��23 �2&

�� �
 
�

�
･

��2$ 2%

�� �
�
�

�
2&

　　　　　　��� 
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F�であるから

　　　　　25 N24 N�
�

�
D�
�

�
E ��
�

�
F  

�

�
ND�

�

�
NE�

�

�
NF

$

%

&

3

5

4

2

'

(

)

D

E

F

�

�

�

�

G 
�

�
D，H 

�

�
E，I 

�

�
F�であるから

　　　　　25 
�

�
N･�G�

�

�
N･
�

�
H�
�

�
N･�I

　　　　　　��� 
�

�
NG�

�

��
NH�

�

�
NI　……�①

5�は平面�'()�上にあるから，'5 V'(�W')�とおくと

　　　　　25 2'�'5 G�V�H �G� �W�I �G�

　　　　　　��� ���V �W G�VH�WI　……�②

��点�2，$，%，&�は同じ平面上にないから，①，②�より

　　　　　　��V�W 
�

�
N，V 

�

��
N，W 

�

�
N

これを解くと�N 
��

��
�であるから　25：24 

��

��
：� ��：��

１

S　���　略　　���　略

 解説

���　2&�$%�から　  ･2& $%  ･2& � ��2% 2$�  �･2& 2% ･2& 2$ �

　ゆえに　  ･2& 2% ･2& 2$�……�①

　  
�

$&  
�

��2& 2$� ��
�

�2&� ･�2& 2$
�

�2$�

　  
�

%&  
�

��2& 2%� ��
�

�2&� ･�2& 2%
�

�2%�

　よって　  �
�

�$&�
�

�%&� ��
�

�2$�
�

�2%� ��� �･�2& 2$ ･2& 2%�

　  2$ 2%�と�①�から　  �
�

$&
�

%& �

　したがって　  
�

�$&�
�

�%&� 　　すなわち　  $& %&

���　  2*
�

�
� ���2$ 2% 2&� ��であるから

　  ･2* $% ･2* � ��2% 2$�

 ･
�

� � ���2% 2$ 2&� � ��2% 2$�

 
�

� � ����
�

2%
�

2$ ･2& 2% ･2& 2$�

　  2$ 2%�と�①�から　  ･2* $% �

　よって　2*�$%

T　辺�$%�の中点を�0�とする．

　���　  2$ 2%�であるから　20�$%

　　また，2&�$%�であるから　��平面�2&0���$%

　　よって　&0�$%　　　したがって　  $& %&

　���　*�は線分�&0�上にあるから，平面�2&0�上にある．

　　��平面�2&0���$%�であるから　2*�$%　すなわち　2*�$%

２

S　���　D･E �，E･F 
�

�
，F･D �　　���　  2+ �

�

�
D
�

�
E　　���　 (��

�

 解説

2

$

%

&
�

�

(�

E

(�
(�

F

D

(�

���　 $%�  (� �から　　
�

$%�  �
� (�

　よって　　
�

�E D�  �

　すなわち　　
�

E� ��D･E�
�

D�  �

　 D�  �， E�  (� �を代入して整理すると　　D･E �

　 %&�  ��から　　
�

%&�  ��

　よって　　
�

�F E�  �

　すなわち　　
�

F� ��E･F�
�

E�  �

　 E�  (� ， F�  (� �を代入して整理すると　　E･F 
�

�

　 &$�  (� �から　　
�

&$�  �
� (�

　よって　　
�

�D F�  �

　すなわち　　
�

D� ��F･D�
�

F�  �

　 F�  (� ， D�  ��を代入して整理すると　　F･D �
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���　  2+ �[D \E��� [，\�は実数 �とおく。

　&+�平面�D�であるから　　&+�2$，&+�2%

　また　　  &+  �2+ 2& ��[D \E F

　  ･&+ 2$ ��から　　  ･� ��[D \E F� D �

　よって　　  ��[
�

D� ･\D E ･F D �　　ゆえに　　  ��[ � �　　よって　　  [
�

�

　  ･&+ 2% ��から　　  ･� ��[D \E F� E �

　ゆえに　　  ��･[D E \
�

E� ･E F �　　よって　　  ��\
�

�
�　　ゆえに　　  \

�

�

　よって　　  2+ �
�

�
D
�

�
E

���　  FRV�$2% ��より，  �$2% ����であるから

　　　　　　  △2$%  
�

�
D� E� (�

　また　　  
�

&+�
�

��
�

�
D
�

�
E F�

　　　　　　　　 ��
�

��

�
D�

�

��

�
E�

�
F� �

�

�
D･E�

�

�
E･ �F

�

�
F･D

　　　　　　　　 ���
�

��
� �

�

��
� � �� �

�

�

�

�
�
�

�
�  
��

��

��

�

　 !&+� ��であるから　　  &+� )
��

�

　ゆえに，四面体�2$%&�の体積は　　  ��
�

�
△2$% &+� (��

�

３

S　$6：6& �：�

 解説

2

$

%

&

3

4

5

6

�
��

��

�

点�6�は線分�$&�上にあるから，$6 N$&�����N �� �

とすると　26 �� �N 2$�N2&　……�①

また，点�6�は���点�3，4，5�を通る平面上にあるから，

実数�V，W，X�を用いて，

　　　　　26 V23�W24�X25，V�W�X �

と表される。

ここで，%5：5& �：��であるから

　　　　　25 
�2% �2&

�� �
 
�

�
2%�

�

�
2&

また，23 
�

�
2$，24 

�

�
2%�であるから

　　　　　26 
�

�
V2$�

�

�
W2%�X�

�

�
2% ��

�

�
2&�

　　　　　　�� 
�

�
V2$��

�

�
W ��
�

�
X 2%�

�

�
X2&　……�②

��点�2，$，%，&�は同一平面上にないから，①，②�より

　　　　　��N 
�

�
V，� 

�

�
W�
�

�
X，N 

�

�
X

ゆえに　　V 
�

�
�
�

�
N，W �

�

�
N，X 

�

�
N

これらを�V�W�X ��に代入して　　
�

�
�
�

�
N�
�

�
N�
�

�
N �

よって　　N 
�

�
　　　これは���N���を満たす。

ゆえに　　$6：6& �：�

１

S　���　内分��
��

�
， ���，

�

�
，外分��

�

�
，��， ��

�

�

　　　���　� �
��

�
，�，� 　　　���　��， ��，�

 解説

���　線分�$%�を��：��に内分する点の座標は��

　　� �
�･� � ･� �

�� �
，

�･� � �� ･� �

�� �
，

�･� � ･� �

�� �
　すなわち　�

��

�
， ���，

�

�

　線分�$%�を��：��に外分する点の座標は

　　�
�･�� � ･� �

�� �
���

�･�� � �� ･� �

�� � ����
�･�� � ･� �

�� �
　すなわち　��

�

�
，��， ��

�

�

���　� �
�� �

�
，
�� � ��

�
，
�� �

�
　すなわち　� �

��

�
，�，�

���　� �
��� � �

�
，

���� � � ��

�
，

��� � �

�
　すなわち　���， ��，�

２

S　���　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  ��　　���　 �

� �[ � � �
� �\ � � �

� �] �  �

　　　���　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  �

 解説

���　$% ( ���� �� � �
� ���� � �� �

� ��� �  �(�

　よって，求める球面の方程式は

　　　　　 �
� �[ � � �

� ��\ � �� � �
� �] �  �

� �(�

　したがって　　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  ��

���　線分�$%�の中点�0�が球面の中心であるから

　　　　　0�� �
�� �

�
，
�� �

�
，

��� �

�
　すなわち　0���，�， ��

　また　　$0 ( ���� �� � �
� �� � �

� ���� � ��  �(�

　よって，求める球面の方程式は

　　　　　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� ��] � ��  �

� �(�

　したがって　　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  �

���　中心の�]�座標が���であるから，球面の半径は　�

　よって，求める球面の方程式は

　　　　　 �
� �[ � � �

� ��\ � �� � �
� �] �  ��

　したがって　　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  �

３

S　���　[ ���W，\ ���W，] ���W；��
�[ �

�
 
�\ �

�
 
�] �

��

　　　���　[ ��W，\ ���W，] ���W；��[�� 
�\ �

��
 
�] �

�

 解説

���　点�$�を通り，G�に平行な直線の媒介変数表示は

　　　　　　　� [，\，]  � �，�，� �W���，�， ��

　すなわち　　[ ���W，\ ���W，] ���W

　また，W�を消去して　　
�[ �

�
 
�\ �

�
 
�] �

��
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���　��点�$，%�を通る直線の媒介変数表示は

　　　　　　　� [，\，]  �� �W � �，�，� �W���， ��，�

　すなわち　　[ ��W，\ ���W，] ���W

　また，W�を消去して　　[�� 
�\ �

��
 
�] �

�

４

S　� �，��，�

 解説

与えられた直線上の点�3�の原点を始点とする位置ベクトル�S�は

　　  S  �� �，�，� WX � �W �， ���W �， ��W � ���W�は実数�　と表される．

よって，3�� [，\，] �とおくと　  [ �W �，  \ ���W �，  ] ��W �

よって，3�が�[\�平面上にあるとすると�  ] ��から　  ��W � �　すなわち　  W �

このとき，  [ �，  \ ���であるから　3�� �，��，�

５

S　� �，�，��

 解説

��直線�@，P�は，V，W�を実数として

　　　　　@������ [，\，]  � �，�，� �V� �，�，�

　　　　　　　　　　　��� ���V，� ��V，�V

　　　　　P������ [，\，]  ��，�， �� �W�� �，�，�

　　　　　　　　　　　��� ��W，�W，�� ��W

と表される。

���V，� ��V，�V  ��W，�W，�� ��W �とすると

　　　　　��V �W��……�①，　���V �W��……�②，　�V ����W��……�③

①，②�から　　V �，W �　　　　これは�③�を満たす。

したがって，@と�P�の交点の座標は　　� �，�，��

６

S　+���，��， �� ，2+ �(�

 解説

+�は直線�$%�上にあるから，$+ W$%�となる実数�W�がある。

よって　　2+ 2$�$+ 2$�W$%

ここで　　2$ ��，��， �� 　　$% ��，�， ��

であるから

　　　　2+ ��，��， �� �W��，�， ��

　　　　　��� ����W，����W，�� �W 　……�①

2+�$%�より，2+･$% ��であるから

　　　　��� ��W ����� ��W ���� �W  �

これを解いて　　W ��

よって，①�から　　2+ ��，��， ��

したがって，+�の座標は　　��，��， ��

また　　2+＝ 2+  ( ���� �
� �� �

� ��  �(�

７

S　���　�[��\��] �　　���　�[��\��]�� �

 解説

���　求める平面の方程式は　　���[ �� �� �� ��\ �� ����] ��  �

　すなわち　　�[��\��] �

���　

�解答���　平面の法線ベクトルを�Q � D，E，F ��Q 
�� とする。

　$% ��，��， �� ，$& ���， ��，� �であるから，

　Q�$%�より　　Q･$% �　　　よって　　�D��E��F �　……�①

　Q�$&�より　　Q･$& �　　　よって　　��D��E �　　�……�②

　①，②�から　　E �
�

�
D，F 

�

�
D　　　ゆえに　　Q 

D

� ��， ��，�

　Q
��より，D
��であるから，Q ��， ��，� �とする。

　よって，求める平面は，点�$�� �，�，� �を通り�Q ��， ��，� �に垂直であるから，

　その方程式は

　　　　　　�[���\ �� ���] ��  �　すなわち　�[��\��]�� �

�解答���　求める平面の方程式を�D[�E\�F]�G ��とすると

　$�� �，�，� �を通るから　　　　　　　�E�F�G �　……�①

　%���，��， �� �を通るから　　　�D�E�F�G �　……�②

　&����， ��，� �を通るから　　��D�E�F�G �　……�③

　①�～�③�から　　E �
�

�
D，F 

�

�
D，G ��D

　よって，求める平面の方程式は　　D[�
�

�
D\�

�

�
D]��D �

　D
��であるから　　�[��\��]�� �

１

S　���　�
��

�
��� ��

��

�
���
�

�
　　���　����� ��

�

�
���� 　　���　�

�

�
����

�

�
��� ���

　　　���　�
��

��
��� ��

��

��
���
�

�

 解説

���　� �
�･� � ･� �

�� �
���

�･� � �� ･� �

�� �
���

�･� � �� ･� �

�� �
�

　よって　3��
��

�
��� ��

��

�
���
�

�

���　� �
�� �

�
���
�� � ��

�
���
�� �

�
　　よって　4������ ��

�

�
����

���　� �
�･�� � ･� �

�� �
���

�･�� � �� ･� �

�� �
���

�･�� � �� ･� �

�� �

　よって　5��
�

�
����

�

�
��� ���

���　�
�

� �
��

�
�� ��

�

�
���
�

� ��
��

�
�
�

� ��
�

�
���
�

� �
�

�
�� ����

　よって　*��
��

��
��� ��

��

��
���
�

�

２

S　���　 �
� �[ � � �\ � �

� �] �  ��　　���　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  ��

　　　���　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  �

 解説

���　$% ( ���� �� � �
� �(� � �

� �� �  (��

　よって，求める球面の方程式は

　　　　　　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  �

� (��

　ゆえに　　 �
� �[ � � �\ � �

� �] �  ��

���　線分�$%�の中点�0�が球面の中心であるから

　　　　　0�� �
��� �

�
，
�� �

�
，
�� � ��

�
　すなわち　0���，�，���

　また　　$0� ( ���� ��� � �� �
� �� � �

� ��� �  �(�

　よって，求める球面の方程式は

　　　　　　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� ��] � ��  �

� �(�

　ゆえに　　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  ��

���　中心の�\�座標が����であるから，球面の半径は���となる。

　よって，求める球面の方程式は

　　　　　　 �
� �[ � � �

� ��\ � �� � �
� �] �  ��

　ゆえに　　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  �

３

S　���　[ ���W，\ ���W，] ���W；��
�[ �

�
 
�\ �

�
 ]��

　　　���　[ ��W，\ ����W，] �����W；��[�� 
�\ �

���
 
�] �

��

 解説

���　求める直線の媒介変数表示は　　� [，\，]  ��，�， �� �W�� �，�，�

　すなわち　　[ ���W，\ ���W，] ���W
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　W�を消去して　　
�[ �

�
 
�\ �

�
 ]��

���　求める直線の方向ベクトル�G�は

　　　　　　G ����，����，��� ��  ��， ���，��

　点���，�， �� �を通るから　　� [，\，]  ��，�， �� �W��， ���，��

　よって　　[ ��W，\ ����W，] �����W

　W�を消去して　　[�� 
�\ �

���
 
�] �

��

４

S　��，��，��

 解説

点���，�，���を通り，ベクトル�X ��，�， �� �に平行な直線上の点を�3�� [，\，] �と

おくと　　　　[ ��W，\ ���W，] ��W　�W�は実数�

と表すことができる。

[ ��とすると　　W ��　　　　　このとき　　\ ��，] �

よって，求める交点の座標は　　��，��，��

５

S　� �
��

�
��
�

�
���

 解説

��直線が交点をもつとき，������� �� �VD ���� ����� �WE�を満たす実数�V，W�が存在する�

よって　������� �� �V����� ��  �����������W������������から

��V�����V�����V ��  ��W�����W������W ��

ゆえに　�V�� �W��，�V�� �W��，�V�� ��W��

整理して　V W��，�V �W��，V �W��

第��，第���式から　V 
�

�
，W 

�

�
　　これは第���式を満たす．

よって，交点の�座標は　��V�����V�����V ��  � �
��

�
��
�

�
���

６

S　+�� �，�，� ，3+ �

 解説

+�は直線�$%�上にあるから，$+ W$%�となる実数�W�がある。

よって　　3+ 3$�$+ 3$�W$%

ここで　　3$ ���，��， �� 　　$% � �，�，��

であるから

　　　　3+ ���，��， �� �W� �，�，��

�　　　　　� �����W，����W，�� ���W 　……�①

3+�$%�より，3+･$% ��であるから

　　　　���� ��W ����� ��W ������ ���W  �

これを解いて　　W 
�

�

よって，①�から　　3+ ��，�， ��

ゆえに　　2+ 23�3+ ��， ��，� ���，�， ��  � �，�，�

したがって，+�の座標は　　� �，�，�

また　　　3+ 3+  ( ���� �� �
� ��  �

７

S　���　①　�[��\�]�� �　　②　] �

　　　���　①　�[��\��]�� �　　②　�[��\��]�� �

 解説

���　①　求める平面の方程式は

　　　　　��[ �� ���\ �� ��] ��  �　　すなわち　　�[��\�]�� �

　　②　求める平面の方程式は

　　　　　���[ �(� ���� \�� �] �　　すなわち　　] �

���　①　

　�解答���　平面の法線ベクトルを�Q � D，E，F ��Q 
� �とする。

　　$% ���，�， �� ，$& ��，�， �� �であるから，

　　Q�$%�より　　Q･$% �　　　よって　　�D�E��F �　……�①

　　Q�$&�より　　Q･$& �　　　よって　　D�E��F �　　�……�②

　　①，②�から　　D 
�

�
F，E 

�

�
F　　　ゆえに　　Q 

F

� � �，�，�

　　Q
��より，F
��であるから，Q � �，�，� �とする。

　　よって，求める平面は，点�$�� �，�，� �を通り�Q � �，�，� �に垂直であるから，そ

　　の方程式は　　��[ �� ��\���] ��  �　　すなわち　　�[��\��]�� �

　�解答���　求める平面の方程式を�D[�E\�F]�G ��とすると，��点�$，%，&�を通る

　　ことから　　D��F�G ���……�①，E�G ���……�②，�D�E��F�G ���……�③

　　①�～�③�から　　D �
�

�
G，E �G，F �

�

�
G

　　よって，求める平面の方程式は　　�
�

�
G[�G\�

�

�
G]�G �

　　G
��であるから　　�[��\��]�� �

②　求める平面の方程式を�D[�E\�F]�G ��とすると，��点�$，%，&�を通ること

　から　　　　�D�G �，�E�G �，F�G �　　

　ゆえに　　D �
G

�
，E �

G

�
，F �G

　よって，求める平面の方程式は　　�
G

�
[�

G

�
\�G]�G �

　G
��であるから　　�[��\��]�� �

１

S　���　中心の座標は���， ��，� ，半径は�(��

　　　���　 �
� �[ � � �

� �\ �  ��，] �

 解説

[

\

]

2

��

�

��， ��，�

��， ��，�

���　球面の方程式を�

　 �[ � �\ � �] �$[�%\�&]�' ��

　とする。

　点�2，$，%，&�がこの球面上にあるから

　　　' �，����&�' �，

　　　����$�%�' �，

　　　�������$�%��&�' �

　この連立方程式を解いて

　　　$ ��，% �，& ��，' �

　よって，球面の方程式は

　　　 �[ � �\ � �] ��[��\��] �

　変形すると　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  ��

　中心の座標は���， ��，� ，半径は�(��

���　[\�平面では�] ��であるから　　 �
� �[ � � �

� �\ �  ��，] �

２

S　N ��

 解説

��直線�@，P�は，V，W�を実数として

　　　　　@������ [，\，]  � ��，�，� �V� ��，�，N

　　　　　　　　　　　��� �����V，�V，� �NV

　　　　　P������ [，\，]  ���， ��，� �W���， ��，�

　　　　　　　　　　　��� �����W，�� �W，�W

と表される。

@と�P�が交わるとき，

　　　　　�����V，�V，� �NV  �����W，�� �W，�W

を満たす実数�V，W，N�が存在する。

よって　　����V ����W��……�①，���V ���W��……�②，����NV �W��……�③

①，②�から　　V ��，W ��

これらを�③�に代入して　　���N ��　　　　したがって　　N ��

３

S　D ���

 解説

�G  � �，�，� ， �G  ��，���， �� �とすると， �G ， �G �はそれぞれ直線�@，P�に平行で

ある。

�G �と� �G �のなす角を�K�とすると

　　　　FRVK 
�G ･ �G

�G � �G �
 

���� � �� � ��� �� � ��

( ���� �� �� ( ���� �
� ��� �

� ��

　　　　　　�� 
���

��(� �(�
 � (�

�

���K������であるから　　K ����
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D�は鋭角であるから　　D �����K ��������� ���

４

S　���　���，�， �� 　　���　N �，接点の座標は�� ��，�，�

 解説

���　A�の方程式は�� [，\，]  ��，�， �� �W��， ��，� �から

　　　　　　[ ���W，\ ��W，] ����W��� W�は実数

　これらを��[��\�] ���に代入して

　　　　　　��� ��W ���� �W ���� ��W  ��

　よって　　W ��

　ゆえに，求める交点の座標は　　���，�， ��

���　P�の方程式は�� [，\，]  ���， ��，� �W� �，�，N �から

　　　[ ���W，\ ���W，] NW��� W�は実数 　……�①

　また，球面の方程式は　　 �[ � �
� �\ � � �

� �] �  �

　①�を代入すると　　 �
� ��� W � �

� ��� W � �
� �NW �  �

　よって　　�
�N �� �W ���N �� W��� �　……�②

　直線�P�が球面に接する条件は，��次方程式�②�の判別式�'�に

　ついて　　
'

�
 �

� ���� �N � ����
�N ��  �

　ゆえに　　 �N ��N �　　　よって　　N�N ��  �

　ゆえに　　N �，�　　　N!��であるから　　N �

　このとき，②�から　　W �
��� �� �

��� �
 �

　よって，接点の座標は，①�から　　� ��，�，�

１

S　��，��，��

 解説

円の方程式を変形すると

　　　　　  ��� �[ � �
� �\ � �，  ] �　……�①

これは�[\�平面上で中心���，��，���の円を表す。

ゆえに，球の中心の座標は���，��，S���� !S ����と表され，半径が���であるから，その方

程式は　　  ���� �[ � �
� �\ � �

� �] S ��

この球面と�[\�平面の交わりの図形の方程式は

　　　　　  ���� �[ � �
� �\ � �

� �� S ��，  ] �

よって　　  ��� �[ � �
� �\ � ��� �S ，  ] �

条件より，この方程式が�①�と一致するから　　  ��� �S �

ゆえに　　  �S ��　　　 !S ��であるから　　  S �

したがって，求める球の中心の座標は　　��，��，��

T　>球の中心の座標を���，��，S���� !S ����とおくまでは同じ。@

　球の半径は��，円�①�の半径は���であるから，三平方の定理により　　  ��S �� ��

　 !S ��であるから　　  S �

　したがって，求める球の中心の座標は　　��，��，��

２

S　3�� �
�

�
，
�

�
，� ，4�� �，�，� �のとき最小値�

�

(�

 解説

$% � ��，�，� ，&' ��， ��，� であるから，直線�A，P�の方程式は，V，W�を実数

とすると

A：�[，\，]� ��，�， �� �V� ��，�，� �から　　[ ��V，\ ��V，] ����V

P：�[，\，]� � �，�，� �W� �，��，� �から　　[ ��W，\ ��W，] ��W

よって，3����V，��V，�� ��V ，4����W，��W，� �W �とすると

　　　　 �34  �
� ��� W V � �

� ��W V � �
� ��� W �V  � �V ��V�� �W ��W��

　　　　　　 �
�

� ��V
�

�
�� �

� �W � �
�

�

よって， �34 �は�V 
�

�
�かつ�W ��，すなわち�3�� �

�

�
，
�

�
，� ，4�� �，�，� �のとき最小値

�

�
�をとる。

34!��であるから，34�はこのとき最小値�
�

(�
�をとる。

T　3����V，��V，�� ��V ，4����W，��W，� �W �とするところまでは同じ。

　長さ�34�が最小となるのは��$%�34�かつ�&'�34��のときであるから，

　$%･34 �，&'･34 ��より

　　　　　������V �W �����V �W �������V �W  �，

　　　　　�����V �W �����V �W �������V �W  �

　ゆえに，��V�� �，�W�� ��から　　V 
�

�
，W ��

　このとき�3�� �
�

�
，
�

�
，� ，4���，�，��，最小値は　  ) ��

�

� ���
�

�

�

� ���
�

�
��

�

(�
�

３

S　���　���　　���　�[�\��]�� �

 解説

���　直線�A�の方向ベクトル�G�は，G ��， ��，� �とおける。

　平面�D�の法線ベクトル�Q�は，Q ��， ��，� �とおける。

　G�と�Q�のなす角を� �K ������ �K ����� �とすると

　　　　　FRV �K  
･G Q

G Q

　　　　　　　　 
��･� � ･� �� � �� ･� �

( ���� �
� �� �� ( ���� �

� �� ��

　　　　　　　　 
�

�

　��� �K ������であるから　　 �K  ���

　よって，直線�A�と平面�D�のなす角は　　������� ���

���　直線�
�[ �

�
 \�� 

�] �

��
�の方向ベクトル�G�は，G ��，�， �� �とおける。

　求める平面は点�$�� �，�，� �を通り，�G�を法線ベクトルとする平面であるから，

　その方程式は

　　　　　　�･�[ �� ��･�\ �� �� �� �] ��  �

　ゆえに　　�[�\��]�� �

４

S　���　
[

��
 
�\ �

�
 

]

�
　　���　�[��\��]�� �

 解説

���　②�①�から　　�\��]��� �　　　よって　　] 
�� �\ �

�

　①���②�から　　�[��] �　　　ゆえに　　] �[

　よって，�[ 
�� �\ �

�
 ] �から　　

[

��
 
�\ �

�
 

]

�

���　交線�A�上に���点�$���， ��，� ，%�� ��，�，� �があるから，F�は���点�$，%，3�を通

　る平面である。

　平面�F�の法線ベクトルを�Q � D，E，F ��Q 
� �とする。

　$% � ��，�，� ，$3 ��， ��，� �であるから，

　Q�$%�より　　Q･$% �　　　よって　　��D��E��F ��……�③

　Q�$3�より　　Q･$3 �　　　よって　　D��E��F �　　……�④

　③，④�から　　D �E，F 
�

�
E　　　ゆえに　　Q 

E

� � �，�，�

　Q
��より，E
��であるから，Q � �，�，� �とする。

　よって，平面�F�は点�$���， ��，� �を通り，Q � �，�，� に垂直であるから，そ

　の方程式は　　�[���\ �� ��] �　すなわち　�[��\��]�� �
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１

S　���　*8 
�

� �
�S�U �V� 　　���　略

 解説

���　2* 
�25 27

�
 

�25 � ��23 26�

�
 

��U S V

�

　また　　　28 23�34�48 23�25�26 S�U�V

　よって　　*8 28�2* 
�

� �
�S�U �V�

���　47 48�87 V�U　　49 48�89 V�S

　S，U，V�はすべて大きさが等しく，互いに垂直であるから

�　　　 S�  U�  V� ，S･U U･V V･S �

　よって

　　　*8･47 
�

�
��S�V �U� ･��V �U�

　　　　　　　 
�

�
S･��V �U� �

�

� �
�V �U� ･��V �U�

　　　　　　　 
�

� �
�S･V�S ･U� �

�

� �
�

V� �
�

U�  �

　同様に

　　　*8･49 
�

� �
�U�V �S� ･��V �S�

　　　　　　　 
�

� �
�U･V�U ･S� �

�

� �
�

V� �
�

S�  �

　したがって　　*8�47，*8�49

　ゆえに，*8�は平面�479�上の交わる���直線�47，49�に垂直であるから，

*8�は平面�479�に垂直である。

２

S　���　34 (��
�

，35 (�
�

　　���　
�

��
　　���　 (���

��

 解説

2

3

4$
&

%

5

�

�

�

�

���　2$ D，2% E，2& F�とする。

　　　　　 D�  E�  F�  �

　また　　D･E E･F  F･D ����FRV��� 
�

�

　34 24�23 
�

�
E�
�

�
D�であるから

　　　　　
�

34�  
�

�
�

�
E
�

�
D�

　　　��　　　　� 
�

�

�
E� �

�

�
D･E�

�

�

�
D�

　　　��　　　　� 
�

�
� �� �

�

�
�
�

�
�
�

�
� ��  

��

��

　 34� !��であるから　　 34�  (��
�

　35 25�23 
�

�
F�
�

�
D�であるから

　　　　　
�

35�  
�

�
�

�
F
�

�
D�  

�

��

�
F� �

�

�
F･D�

�

�

�
D�

　　　��　　　　� 
�

��
� �� �

�

�
�
�

�
�
�

�
� ��  

�

��

　 35� !��であるから　　 35�  (�
�

　したがって　　34 (��
�

，35 (�
�

���　34･35 �
�

�
E ��
�

�
D� ･�

�

�
F ��
�

�
D�  

�

��
��E ��D� ･�F ��D�

　　　　　��� 
�

�� �
�E･F��D･E��D･F ��

�
D�

　　　　　��� 
�

�� ���
�

�
���

�

�
���

�

�
�� �� ��  

�

��

���　���，����から

　　　　　△345 
�

�
( �

�
34�

�
35�

�

� 34･35�  
�

�) ��
��

��

�

��

�

� �
�

��
 (���

��

３

S　
�(�
�

 解説

�
�D E� �

�
�D F� �

�
�D G�

　 
�

D� ��D･E�
�

E� �
�

D� ��D･F�
�

F� �
�

D� ��D･G�
�

G�

　 �� ･�D � ��E F G�

�D E�  �D F�  �D G� ，  ��E F G �D�であるから

　　　　　�
�

�D E�  ���D･� �D�  ���
�

D�  �

したがって　　  �D E�  )
�

�

�(�
�

４

S　略

 解説

2$ D，2% E，2& F�とおく。

2$�%&�より　D･�F �E�  ��であるから　　D･E F･D　……�①

2%�&$�より　E･�D �F�  ��であるから　　D･E E･F　……�②

①，②�から　　F･D E･F

このとき　　2&･$% F･�E �D�  E･F�F･D �

したがって　2&�$%

５

S　D ��

 解説

中心が点�� �，D，� ，半径が���の球面の方程式は

　　　　　　　 �
� �[ � � �

� �\ D � �
� �] �  ��

この球面が�][�平面�\ ��と交わってできる図形の方程式は

　　　　　　　 �
� �[ � � �

� �� D � �
� �] �  ��，\ �

すなわち　　　 �
� �[ � � �

� �] �  ��� �D ，\ �

これは�][�平面上で，中心が点�� �，�，� ，半径が�( ��� �D �の円を表す。

その半径が�(� �であるから　　��� �D  �

よって　　 �D  �　　　　ゆえに　　D ��

６

S　���　2' 
�

�
E�
�

�
F　　���　2( 

�

�
D�

�

�
E�
�

�
F

 解説

$ � % �

&�
�

�

�

�
�

�

2

$
%

&

'

(

���　点�'�は直線�%&��上にあるから，V�を実数として

　　　　2' �� �V 2%�V2& �

　すなわち　2' �� �V E�
�

�
VF　……�①

　と表される。

　また，点�'�は直線�% �&�上にあるから，W�を実数と

　して　　2' �� �W 2% ��W2&

　すなわち　2' 
�

� �� �W E�WF　……�②　と表される。

　E
�，F
��であり，E�と�F�は平行でないから，①，②�より

　　　　　　��V 
�

� �� �W ，
�

�
V W

　これを解いて　V 
�

�
，W 

�

�
　　　ゆえに　2' 

�

�
E�
�

�
F

���　点�(�は直線�$'�上にあるから，X�を実数として

　　　　　　2( �� �X 2$�X2'

　すなわち　2( �� �X D�
�

�
XE�

�

�
XF　……�③　と表される。

　D 
�

�
2$ ��であるから���③�より���2( 

�

� �� �X 2$ ��
�

�
XE�

�

�
XF

　ここで，点�(�は平面�$ �%&�上にあるから　
�

� �� �X �
�

�
X�
�

�
X �

　これを解いて　X 
�

�
　　　よって　2( 

�

�
D�
�

�
E�
�

�
F

７

S　�ア�　�U �� D�
�

�
E��

�

� ��U F　　�イ�　�
�

�
D�VE　　�ウ�　

�

�
　　�エ�　

�

�

 解説

V

��V

U ��U

�

�

�

�

2

$

%

&

3

4
5

6

E

D
F

　　　  54 �24 25 
�E �F

�
���� �U D ��UF�

　　　　�� 
ア

��� �U � D
�

�
E � ��

�

�
U F　……�①

　　　  36 �26 23 VE�
�

�
D 

イ

��
�

�
D VE

54636�であるとき，  54 N36�となる実数�N�が

あるから　　54 ��
N

�
D NVE　……�②

��点�2，$，%，&�は同じ平面上にないから，①，②�より

　　　  �U � �
N

�
��……�③，  

�

�
NV��……�④，  �

�

�
U ���……�⑤
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⑤�から　　U 
ウ �

�
　　　よって，③�から　　  N �　　

したがって，④�から　　V 
エ �

�

８

S　���　34 �
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F　　���　56 �� �V D�VE�

�

�
F　　���　V 

�

�

 解説

2

3

5

$ &

6
4

%

V

��V �

�

�

�

���　23 
�

�
D，

　　24 
�･ �E �F

�� �
 
�

�
E�
�

�
F�

　であるから

　　　　　34 24�23 �
�

�
D�
�

�
E�
�

�
F

���　25 
�

�
F，26 �� �V D�VE�であるから

　　　　　56 26�25 �� �V D�VE�
�

�
F

���　線分�34�と線分�56�の交点を�7�とする。

　7�は直線�34�上にあるから　　37 X34　�X�は実数�

　よって，����から

　　　　　27 23�X34

　　　　　　��� 
�

� �� �X D�
�

�
XE�

�

�
XF　……�①

　7�は直線�56�上にあるから　　57 Y56　�Y�は実数�

　ゆえに，����から

　　　　　27 25�Y56

　　　　　　��� Y�� �V D�YVE�
�

� �� �Y F　……�②

　��点�2，$，%，&�は同一平面上にないから，①，②�より

　　　　　
�

� �� �X  Y�� �V ，
�

�
X YV，

�

�
X 
�

� �� �Y

　よって　　X 
�

�
，Y 

�

��
，V 

�

�

９

S　���　&+ 
�

�
2$�

�

��
2%�2&　　���　�(�

 解説

���　�$2% ����から　　2$･2% �

　また　　2%･2& �･�FRV��� 
��

�
，��2&･2$ �･�FRV��� �

　点�+�は平面�2$%�上にあるから，2+ V2$�W2%���V，W�は実数��と表される。

　よって　　&+ 2+�2& V2$�W2%�2&

　&+�は平面�2$%�に垂直であるから　　&+�2$，&+�2%

　ゆえに，&+･2$ �，&+･2% ��であるから

　　　　　　�V2$�W2% �2& ･2$ �，�V2$�W2% �2& ･2% �

　よって　　V･
�� �W･��� �，V･��W･

�� �
��

�
 �

　すなわち　��V�� �，��W�
��

�
 �

　これを解いて　　V 
�

�
，W 

�

��

　したがって　　　&+ 
�

�
2$�

�

��
2%�2&

���　△2$% 
�

�
2$･2% 

�

�
･�･� ��

　また　　
�

&+�  
�

��
�

�
2$

�

��
2% 2&�

　　　　　　　��� 
�

��

�
2$� �

�

���

�
2%� �

�
2&�

　　　　　　　　　�
�

��
2$･2%�

�

�
2%･2&�

�

�
2&･2$

　　　　　　　��� 
�

��
･���

�

���
･�������

�

�
･
��

�
�
�

�
･�

　　　　　　　��� 
�

�
�
�

�
���

�

�
�
�

�
 
�

�

　 &+� !��であるから　　 &+�  )
�

�
 
�(�
�

　よって，四面体�2$%&�の体積は　　
�

�
･△2$%･&+ 

�

�
･��･

�(�
�
 �(�

10

S　�D��E �

 解説

直線�$%�上の点を�3，直線�2&�上の点を�4�とする。このとき，V，W�を実数として

　　　　23 2$�V$% � D，�，� �V�E �D，�，�

　　　　　�� �D�V�E �D ，V��，V ��

　　　　24 W2& W��， ��，�  �W， �W，W

と表される。��点�3，4�が一致するための条件は

　　　　D�V�E �D  W　……�①，

　　　　V�� �W　　　……�②，

　　　　V�� W　　　　……�③

②，③�を解くと　　V �
�

�
，W 

�

�

この�V，W�の値を�①�に代入して　　D�
�

� �E �D  
�

�

よって　　�D��E �

11

S　���　略　　���　� �，�，�

 解説

���　$3 � ��，�，� ，$% ��， ��，� ，$& ��，�， ��

　��点�$，%，&�は一直線上にないから，点�3�が�+�上にあるための条件は，

　$3 V$%�W$&�となる実数�V，W�が存在することである。

　$3 V$%�W$&�とすると

　　　　　　� ��，�，�  V��， ��，� �W��，�， ��

　よって　　�� �V　……�①，��� �V�W　……�②，��� �W　……�③

　①，③�から　　V ��，W ��

　これは�②�を満たす。

　したがって，点�3�は�+�上の点である。

���　求める交点を�5�とすると，5�は�+�上にあるから

　　　　　　$5 X$%�Y$&　�X，Y�は実数�

　ゆえに　　45 4$�$5 � �，�，� �X��， ��，� �Y��，�， ��

　　　　　　　��� ��X，��X�Y，� �Y

　45�+�であるから

　　　　　　45�$%，45�$&

　よって　　45･$% �，45･$& �

　ゆえに　　�X���X�Y �，��X�Y���Y �

　すなわち　�X�Y �，�X��Y �

　よって　　X �，Y �

　ゆえに　　45 � �，�，�

　よって　　25 24�45 � �，�，�

　ゆえに，求める交点の座標は　　� �，�，�

12

S　���　] D��　　���　3�� �
�

�
，�，

�

�
，4���， ��，� 　　���　

�6

�6
 
�

�

 解説

���　��点�$，%，&，'�が同じ平面上にあるとき，$' V$%�W$&�となる実数�V，W�が

　存在する。

　　　V$%�W$& V���，�， �� �W��，��， ��  ��V��W，�V��W，��V ��W ，

　　　$' �����D，����D，] ��

　であるから　　�V��W ����D　……�①

　　　　　　　　�V��W ����D　……�②

　　　　　　　　��V��W ]��　……�③

　①�②�から　　�V ���D　　　　よって　　V ��D

　よって，①�から　　�W ����D��� �D  �D��

　ゆえに，③�から　　] ��V��W�� ���� �D ���D �� �� D��

���　����より　　$' �� �D $%�
��D �

�
$&

　$%，$&�は���でなく平行でないから，点�'�が直線�$%�上にあるのは，�
��D �

�
 �

　すなわち��D 
�

�
�のときである。

　同様に，点�'�が直線�$&�上にあるのは，���D ���すなわち��D ��のときである。

　3，4�の座標は，それぞれ�'������D，����D，D �� �に�D 
�

�
，D ��を代入して

　得られるから　　3�� �
�

�
，�，

�

�
，4���， ��，�
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$

% &

3
4

�

�

K

���　D 
�

�
�のとき��$' 

�

�
$%��であるから

　　　　　$3 
�

�
$%

　D ��のとき��$' 
�

�
$&��であるから

　　　　　$4 
�

�
$&

　よって　　
$3

$%
 
�

�
，
$4

$&
 
�

�

　ここで，�%$& K�����K �S �とすると

　　　　　　 �6  
�

�
$%･$&VLQK，　 �6  

�

�
$3･$4VLQK

　ゆえに　　
�6

�6
 
$3

$%
･
$4

$&
 
�

�
･
�

�
 
�

�

13

S　���　(��　　���　�
��

��
， ��

�

��
，
�

�

　　　���　3���
�(��
��

，
�(��
��

， ��
�(��
�

�のとき最大値���(��

 解説

���　$% � ��，�，� ，$& ���， ��，� �であるから

　　　
�

$%�  
�

� �� � �� � ��  �，
�

$&�  
�

� �� � �
� �� � ��  ��，

　　　$%･$& � �� �� �� ���� �� ���� �

　よって　　△$%& 
�

�
( �

�
$%�

�
$&�

�

� ･$% $&�

　　　　　　　　　�� 
�

�
( ��� �� ��  

�

�
(��  (��

���　+�は平面�$%&�上にあるから，$+ V$%�W$&�となる実数�V，W�がある。

　よって　　2+ 2$�V$%�W$&　……�①

　2+�� 平面�$%& �であるから　2+�$%，2+�$&

　ゆえに　　2+･$% �，2+･$& �

　2+･$% ��から　�2$�V$% �W$&� ･$% �

　よって　　2$･$%�V
�

$%� �W$%･$& �

　ゆえに　　�V��W �　……�②

　2+･$& ��から　�2$�V$% �W$&� ･$& �

　よって　　2$･$&�V$%･$&�W
�

$&�  �

　ゆえに　　�V��W �　……�③

　②，③�を解いて　V 
�

��
，W 

�

�

　これを�①�に代入して

　　2+ � �，�，� �
�

�� � ��，�，� �
�

� ���， ��，�  �
��

��
， ��

�

��
，
�

�
　……�④

　よって，+�の座標は　　�
��

��
， ��

�

��
，
�

�

���　9�が最大になるのは，△$%&�を底面と考えると，高さが最大になるときである。

　これは���点�3，2，+�がこの順に一直線上にあるときである。

　④�から，2+ 
�

�� ��， ��，� �であり

　　　　　2+ 2+�  
�

��
( ���� �

� �� ��  
�(��
��

　よって，高さ�3+�の長さは

　　　　　3+ 32�2+ ��
�(��
��

　であるから，9�の最大値は，����から

　　　　　
�

�
�(�� ��� ��

�(��
��

 ��(��

　9�が最大となるとき

　　　　　23 �
23

2+
2+ 

� �
�

�

�(��
��

･
�

�� ��， ��，�

　　　　　　�� �
�(��
�� ��， ��，�

　よって，求める点�3�の座標は

　　　　　��
�(��
��

，
�(��
��

， ��
�(��
�

14

S　���　  ���[ �\ �] �　　���　略　　���　 24�  �(� ， 23�  �

　　　���　3�� �
�(�
��

，
�(�
�

，
�(�
�
�のとき最大値���(�

 解説

���　中心�� �，�，� ，半径���の球面の方程式を求めて

　　　　　　  ���[ �\ �] �　……�①

���　  $3 � [， �\ �，] ，  %3 � [， �\ �，] �であるから

　　　　　　  ･$3 %3 ���[ � �\ � � �\ � �]  ����[ �\ �] �

　点�3�は球面�6�上の点であるから，①�より　　  ･$3 %3 �

���　  24�  ( ���� �� �� �(�

　　  23�  ( ���[ �\ �]  (� �

���　23�と�24�のなす角を�K��� �� �K S �とすると

　　　　　　  ･23 24  23� 24� FRVK ��(� �FRVK ��(� FRVK

　  ･23 24 ���[ �\ �]�であるから　　  ���[ �\ �] ��(� FRVK

　 �� �K S�であるから　　 ��� �FRVK �

　ゆえに　　 ����(� ����[ �\ �] ��(�

　  FRVK ��となるのは�  K ��のときであり，そのとき

　　　　　　  23 N24　ただし� !N �

　よって　　  23� N 24�　　ゆえに　　  N
�(�
��

　よって，3�� �
�(�
��

，
�(�
�

，
�(�
�
�のとき� ���[ �\ �]�は最大値���(� �をとる。

１

S　���　略　　���　略

 解説

$

%&

2

E D

���　2$･%& 2$･�2& �2%

　　　��　　� 2$･2&�2$･2%

　一方，2$�%&�から　　2$･%& �

　よって　　2$･2% 2$･2&

　ここで，�$2% D，�$2& E �とすると

　　　���　　 2$� 2% FRVD 2$� 2&� FRVE

　よって　　 2%� FRVD 2&� FRVE　……�①

　また，△2$% △2$&�から　　
�

�
2$� 2%� VLQD 

�

�
2$� 2&� VLQE

　よって　　 2%� VLQD 2&� VLQE　�……�②

　①，②�から　　
�

2%�  
�

2%� �
�VLQ D � �FRV D  

�
2%� �VLQ D�

�
2%� �FRV D

　　　　　　　　　　　 
�

2&� �VLQ E�
�

2&� �FRV E

　　　　　　　　　　　 
�

2&� �
�VLQ E � �FRV E  

�
2&�

　よって　　 2%  2&� 　すなわち　2% 2&

���　2$･%& �， 2%  2&� �から

　　　　�2*･%& 
�

� �
2$�2% �2& ･%&  

�

� �
2$･%&��2% ��2& ･%&

　　　　　　　　 
�

� �
2& �2% ･�2& �2%  

�

� �
�

2&�  �
�

2%� �

　よって，2*�と�%&�は垂直である。

２

S　略

 解説

$% E，$& F，$' G�とする。

&$�&%�から　 � �F ･�E �F  �　　 ゆえに　E･F 
�

F ……�①

'$�'%�から　� � �G ･�E �G  �　　 ゆえに　E･G 
�

G ……�②

$%�&'�から　 E･�G �F  �　　　 ゆえに　E･G E･F ……�③

①�～�③�から　　
�

F  
�

G 　　すなわち　$& $'

よって，△$&'�は辺�&'�を底辺とする二等辺三角形となり，0�は辺�&'�の中点である

から　　$0�&'

また，仮定から　　$%�&'

したがって，��点�$，%，0�を通る平面は辺�&'�と直交する。

３

S　���　3���， ��，� ，4�� �，�，� 　　���　� �，�，�　　���　�

 解説

章末問題Ａ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　�章末問題Ｂ
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2

4

&

3

%

$

���　%& ���� �� ，� �� ��，� ��  ��， ��，�

　直線�2$�上に点�3，直線�%&�上に点�4�があるから，23，

　24�は実数�V，W�を用いて次のように表せる。

　　　23 V2$ V��， ��，�  �V， �V，V

　　　24 2%�W%& � ��，�，� �W��， ��，�

　　　　��� ��W��，��W��，�W ��

　したがって　　34 24�23

　　　　��　　　　　 ��W��，��W��，�W �� ��V， �V，V

　　　　��　　　　　 ��V��W��，V��W��，�V��W ��

　34�2$�より�34･2$ ��であるから

　　　　　　��V��W �� ��V��W �� ���V��W ��  �

　よって　　��V���W �　　　　ゆえに　　V��W ���……�①

　34�%&�より�34･%& ��であるから

　　　　　　���V��W �� ���V��W �� ����V��W ��  �

　よって　　���V���W��� �　　　　ゆえに　　V��W�� ���……�②

　①，②�を解くと　　V �，W 
�

�

　したがって　　3���， ��，� ，4�� �，�，�

���　点�+�は平面�D�上にあるから，2+�は実数�X，Y�を用いて次のように表せる。

　　　　　　2+ X23�Y24 ��X��Y，��X，�X ��Y

　したがって　　%+ 2+�2%

　　　　��　　　　　 ��X��Y，��X，�X ��Y �� ��，�，�

　　　　　　　　　�� ��X��Y��，��X��，�X��Y ��

　%+�D�であるから　　%+�23��かつ��%+�24

　%+�23�より�%+･23 ��であるから

　　　　　　���X��Y �� �����X �� ����X��Y ��  �

　よって　　��X���Y ���……�③

　%+�24�より�%+･24 ��であるから

　　　　　　���X��Y �� ��･���X �� ����X��Y ��  �

　よって　　��X���Y�� ���……�④

　③，④�を解くと　　X ��，Y �　　　　したがって　　+�� �，�，�

���　底面を�△234�と考えると，高さは� %+ �である。

　%+ ���� �� ，���，� ��  ��，�， �� �より

　　　 %+  ( ���� �� �
� ��  (�

　△234�は��234 ����の直角三角形である。

　　　 23  ( ���� �
� �� ��  �(�

　34 ����，��� �� ，� ��  � �，�，� �より

　　　 34  ( ���� �� ��  �(�

　よって　　△234 
�

�
･�(� ･�(�  �(�

　四面体�2%34�の体積は　　
�

�
･�(� ･(�  �

４

S　���　略　　���　略　　���　
��

��

 解説

���　3�� [，\，] �とすると　

　　　　　　$3 �[ ��，\，]

　　　　　　%3��&3 �[，\ ��，] ���[，\，] ��  ��[，�\��，�] ��

　よって，$3･�%3 ��&3  ��から

　　　　　　�[�[ �� �\��\ �� �]��] ��  �

　ゆえに　　
�

� ��[
�

�
�

�

� ��\
�

�
� �

� �] �  
�

� �
�

�

　よって，動点�3�は�4�� �
�

�
，
�

�
，� �から�

�

�
�の距離にある．

���　点�4�が平面�$%&�上にあるための条件は�$4 D$%�E$&�……�①�となる実数�D，

　E�が存在することである．

　　　　　$% � ��，�，� ，$& � ��，�，�

　また　　$4 � ��
�

�
，
�

�
，�

　ゆえに，①�から　� ��
�

�
，
�

�
，�  ��D �E，�D，�E

　よって　�
�

�
 �D�E，

�

�
 �D，� �E

　D 
�

�
，E 

�

�
�のとき，これらを満たす．

　ゆえに，点�4�は平面�$%&�上にある．

���　点�3�から平面�$%&�に垂線�3+�を引くと，体積が最大となるのは，3+�が最大のと

　き，すなわち�+�が�4�に一致するときである．よって，求める体積の最大値を�9�として

　　　9 
�

�
△$%&･34 

�

�
･
�

�
( �

�
$%

�
$&

�

� ･$% $& ･34

　ここで　
�

$%  �
� �� � �� � ��  �，

　　　　　
�

$&  �
� �� � �� � ��  ��，

　　　　　$%･$& ��･� �� ��･���･� �

　また，����から　34 
�

�

　ゆえに　9 
�

�
･
�

�
( �･� ��

�� ･
�

�
 
��

��

５

S　���，�，��

 解説

平面�$%&

+

'

(

点�'�から平面�$%&�に下ろした垂線を�'+�とする。

+�は平面�$%&�上にあるから

　　　'+ U'$�V'%�W'&

　　　　　　　U�V�W �　……�①

と表される。

'$ ��，��， �� ，'% ��，��， �� ，

'& ���，��， �� �であるから

　　　'+ U��，��， �� �V��，��， �� �W���，��， ��

　　　　��� �U�W，��U��V��W，��U��V ��W

'+�は平面�$%&�に垂直であるから　　'+�$%，'+�$&

ゆえに　　　　'+･$% �　……�②，��'+･$& �　……�③

$% ���， ��，� �であるから，②�より

　　　　�U �W ･� �� ����U��V ��W ･� �� �� ����U �V �W ･� �

よって　　　　�U��V��W �　……�④

$& � ��，�，� �であるから，③�より

　　　　�U �W ･� �� ����U��V ��W ･��� ����U �V �W ･� �

よって　　　　�U��V��W �　……�⑤

①，④，⑤�から　　U �，V ��，W �

したがって　　　　'+ ���，�， ��

原点を�2�とすると

　　　2( 2'��'+ � �，�，� �����，�， ��  � ��，�，�

ゆえに，点�(�の座標は　　� ��，�，�

６

S　3���，�， �� �のとき最小値��

 解説

2�を原点とし，S，T，U�を実数とすると

　　　23 2$�SX ��S��，S，�S �� 　……�①

　　　24 2%�TY �T��，�T��，T ��

　　　25 2&�UZ �U��，�U ��，U

　と表される。

　よって　　34 24�23 ���S�T，�S�T��，S�T ��

　　　　　　35 25�23 ���S�U，�S��U��，S�U ��

　また　　　34･Y ���S �T ･����S�T �� ･�� � �� ��S T � ･�

　　　　　　　　　 �T��

　　　　　　35･Z ���S �U ･����S��U �� ･��� ��S U � ･�

　　　　　　　　　� ��S��U

　34�P �から　　34･Y �　　　　ゆえに，�T�� ��から　　T �

　35�Q�から　　35･Z �　　　　よって，��S��U ��から　　U 
�

�
S

　このとき　 �34 � �35  
�

34� �
�

35�

　　　 �
� ���S � � �

� ��S � � �S �
�

� ��
�

�
S � �

� �� �
�

� ��
�

�
S �  

��

�
�S ��

　S ��のとき，①�から　　23 ��，�， ��

　したがって， �34 � �35 �は�3���，�， �� �のとき最小値���をとる。

７

S　���　���， ��，� 　　���　
�[ �

�
 
�\ �

��
 
�] �

��

 解説

���　[�� 
�� \

�
 
�] �

�
 W��� W�は実数 �とすると

章末問題Ｂ
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　　　　　　[ W��，\ ��W��，] �W��　……�①

　これを�P�の方程式に代入すると　　
�W �

�
 
��W

�
 

���W �

�

　よって　　��W ��  ��W　……�②，��W ����W �� 　……�③

　②�から　　W �　　　これは�③�を満たす。

　ゆえに，求める共有点の座標は，①�から　　���， ��，�

���　@，P�の方向ベクトルはそれぞれ� �G  ��， ��，� ， �G  ��，�， �� �とおける。

　直線�Q�の方向ベクトルを�G � D，E，F ���G 
�� �とすると　　 �G ･G �， �G ･G �

　よって　　D��E��F �　……�④，�D��E��F �　……�⑤

　④，⑤�から　　E 
��

�
D，F �D　　　ゆえに，G � �，��，�� �とする。

　直線�Q�は点����， ��，� �を通るから，その方程式は

　　　　　　
�[ �

�
 
�\ �

��
 
�] �

��

８

S　���　�[��\��] �　　���　�[��\�]��� �，�[��\�]��� �

 解説

平面�D�の法線ベクトル�Q�を�Q ��， ��，� �とする。

���　平面�E�の法線ベクトルを�P � D，E，F ���P 
�� �とする。

　P�2$�であるから　　P･2$ �

　よって　　�D�E��F �　……�①

　P�Q�であるから　　P･Q �

　ゆえに　　�D��E�F �　……�②

　①，②�から　　D �
�

�
F，E �

�

�
F　　　よって　　P �

F

� ��，�， ��

　平面�E�は原点を通るから，その方程式は　　�[��\��] �

���　Q�は平面�F�の法線ベクトルでもあるから，F�の方程式を

　　　　　　�[��\�]�G �　……�③

　とする。

　点�$�から平面�F�に下ろした垂線の足を�+�� �[ ， �\ ， �] �とする。

　$+6Q�であるから，$+ NQ ��� N�は実数 �とおける。

　ゆえに　　� �[ ��， �\ ��， �] ��  N��， ��，� 　……�④

　 $+�  ��より， NQ�  ��であるから　　 N ･(�  �

　よって　　N ��

　N ��のとき，④�から　　 �[  �， �\  ��， �]  �

　③�から　　���G �　　　ゆえに　　G ���

　N ���のとき，④�から　　 �[  ��， �\  �， �]  �

　③�から　　����G �　　　よって　　G ��

　したがって，平面�F�の方程式は　　�[��\�]��� �，�[��\�]��� �

９

S　���　K ���　　���　[�\�]�� �

 解説

��平面�D，E�の法線ベクトルをそれぞれ�P ��， ��，� ，Q ��，�， �� �とする。

���　P，Q�のなす角を� �K ������ �K ����� �とすると

　　　　　　FRV �K  
･P Q

P� Q�
 

��･� � ･� �� � ･� � ��

( ���� �
� �� �� ( ���� �� �

� ��
 �

�

�

　��� �K ������であるから　　 �K  ����

　よって，��平面�D，E�のなす角�K�は　　K ��������� ���

���　平面�F�の法線ベクトルを�O � D，E，F ���O 
�� �とする。

　O�P�であるから　　O･P �　　　ゆえに　　D��E�F �　……�①

　O�Q�であるから　　O･Q �　　　よって　　D�E��F �　……�②

　①，②�から　　E D，F D

　ゆえに　　O D� �，�，�

　平面�F�は点�$�を通るから，その方程式は　　�[ �� ��\ �� ��] ��  �

　すなわち　[�\�]�� �

10

S　����(��

 解説

$

3

+

&
Q

D

2

平面�[��\��] ��を�D，点�2�から平面�D�に下ろした

垂線の足を�+�とする。

また，平面�D�の法線ベクトル�Q�を�Q � �，�，� �とする。

2+�D�より，2+6Q�であるから

　　　　　2+ NQ��� N�は実数

よって　　2+ � N，�N，�N

点�+�は平面�D�上にあるから　　N��･�N��･�N �

ゆえに　　N �

よって　　+�� �，�，�

$ 3
+

3
&

�

中心

直角三角形�2+3�において

　　　　　 �23  �2+ � �+3  �� �+3

3�が円�&�上を動くから　　+3�+$��

ここで

　+$ ( ���� �� � �
� ��� � �

� �� �  (��

ゆえに， �23 �の最小値は

　　　　　�� �
� �(�� �  ����(��

11

S　���　� �
��D �E �F

�
，

����D E �F

�
，

����D �E F

�

　　　���　 �[ � �\ ��[��\��� �，] �

 解説

���　$�� D，E，F �とし，点�$�と�D�に関して対称な点を�%�� [，\，] �とする。

　線分�$%�の中点が�D�上にあるから　　
�D [

�
�
�E \

�
�
�F ]

�
 �　……�①

　$%�D�であるから，$%�は，D�の法線ベクトルに平行である。

　よって　　�[�D，\�E，] �F  N� �，�，� 　ただし，N�は実数。

　すなわち　[ N�D，\ N�E，] N�F　……�②

　②�を�①�に代入すると　　
�

�
N�D�E�F �

　ゆえに　　N �
�

� �D�E �F

　よって，②�から　　[ 
��D �E �F

�
，\ 

����D E �F

�
，F 

����D �E F

�

　ゆえに，求める点の座標は

　　　　　　� �
��D �E �F

�
，

����D E �F

�
，

����D �E F

�

���　与えられた円を表す方程式は

　　　　　　　　　　　�� �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  �，�[��\�] �

　4�� V，W，X �とすると　 �
� �V � � �

� �W � � �
� �X �  �，�V��W�X �　……�③

　3�� [，\，] �とすると，����から

　　　　　　V 
��[ �\ �]

�
，W 

����[ \ �]

�
，X 

����[ �\ ]

�

　③�に代入すると

　　
�

� ��
��[ �\ �]

�
� �

�

� ��
����[ \ �]

�
� �

�

� ��
����[ �\ ]

�
�  �　……�④，

　　�･
��[ �\ �]

�
��･

����[ \ �]

�
�

����[ �\ ]

�
 �　……�⑤

　⑤�から　　��] �　　　よって　　] �

　これを�④�に代入して整理すると　　 �[ � �\ ��[��\��� �

　ゆえに，求める図形の方程式は　　 �[ � �\ ��[��\��� �，] �

12

S　 (��
�

 解説

$% E，$& F，$' G�とおくと，条件より

E  �， F  �， G  �

E･F �･�･FRV��� �，F･D �･�･FRV��� �，G･E �･�･FRV��� �

ここで，$( [E�\F�]G�とおくと

�
$(  �[ �� �\ �� �] ��[\��\]

�
%(  �[ �� �\ �� �] ��[\��\]��[��\��

�
&(  �[ �� �\ �� �] ��[\��\]��[��\��]��

�
'(  �[ �� �\ �� �] ��[\��\]��\���]��

また，条件より�$( %( &( '(�なので

��[��\�� �，��[��\��]�� �，��\���]�� �

これらより　[ 
�

�
，\ �，] 

�

�

よって　$( 
�

�
E�
�

�
G

したがって　$( (
�

$(  ) ��
�

�

�
E ･

�

�
E G

�

�

�
G  ) �

�

�

�

�
 (��

�

T　$% �，$' �，�'$% ����から，$�� �，�，� ，%�� �，�，� ，'�� �，�，� �

　となるように座標軸をとれる。&�� [，\，] ���ただし�] �� ��とおく。
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$

%

'

[

\

]

&

　�%$& ���，$% �，$& ��から　�$%& ���

　よって　[ �

　&�から�\�軸に垂線�&+�を下ろすと，�&$' ���，

　$& ��から　�&+$ ���　　よって　\ �

　$& ��から　 �[ � �\ � �]  �

　[ \ �，]���から　] (�

　よって　　&�� �，�，(�

　(�� S，T，U �とおく。

　条件より�$( %( &( '(�であるから

　　　　 �S � �T � �U  �
� �S � � �T � �U  �

� �S � � �
� �T � � �

� �U (�  
�S � �

� �T � � �U

　ゆえに　� ��S�� ��S��T��(� U�� ��T��

　これを解くと　S 
�

�
，T 

�

�
，U �

　よって　(�� �
�

�
，
�

�
，�

　ゆえに　$( ) ��
�

�

�

�
�  (��

�

13

S　���　略　　���　略

 解説

���　23 [2$�\2%�]2& [2$��\ �] ･
�\2% ]2&

�] \

　2' 
�\2% ]2&

�] \
�とすると，\，]�は正の実数であるから，点�'�は線分�%&�を�]：\

　に内分する点である。

　また，\�] ��[�であるから

　　　　　　23 [2$��\ �] 2' [2$��� �[ 2'

　[!�，��[ \�]!��であるから，点�3�は線分�$'�を��� �[ ：[�に内分する。

　以上から，直線�$3�と直線�%&�は交わり，その交点を�'�とすれば，'�は�%&�を�]：\

　に内分し，3�は�$'�を��� �[ ：[�に内分する。

���　△$%&�の面積を�6�とすると�$'：3' �：[�であるから

������������������������6： �6  △$%&：△3%& �：[

　よって　　 �6  [6　……�①

　%'：%& ]：�\ �] �であるから，△$%'�の面積は

　　　　　��
]

�\ ]
6　すなわち　

]

�� [
6

　$3：$' �� �[ ：��であるから

　　　　　� �6  �� �[ △$%' �� �[ ･
]

�� [
6 ]6　……�②

　①，②�から　　
�6

]
 

�6

[

14

S　���　6 
�

�OPQ
　　���　O (�

�
，P (�

�
�のとき最小値�

�

�

 解説

���　四面体�2$%&�の体積について，
�

�
23� 6 

�

�
�
�

�
DE�F�が成り立つ。

　点�3�は球面�4�上にあるから　　 23�  �　　　よって　　6 
DEF

�
　……�①

　また，23 � O，P，Q ，$3 �O �D，P，Q �であるから

　　　　　　23･$3 O�O �D � �P � �Q  ��OD

　23�$3�より，23･$3 ��であるから　　��OD �　　　ゆえに　　D 
�

O

　23�%3，23�&3�から，同様にして　　E 
�

P
，F 

�

Q

　よって，①�から　　6 
�

�OPQ

T　�①�を導くまでは同じ。�

　点�3�� O，P，Q �を通り，23 � O，P，Q �に垂直な平面の方程式は

　　　O�[ �O �P�\ �P �Q�] �Q  �　　すなわち　　O[�P\�Q] �O � �P � �Q

　よって　　O[�P\�Q] �

　\ ] ��とすると　　[ 
�

O
　　　ゆえに　　D 

�

O

　同様にして　　E 
�

P
，F 

�

Q
　　　よって　　6 

�

�OPQ

���　Q 
�

�
�のとき　　6 

�

OP

　O!�，P!��であるから，OP�が最大のとき，すなわち� �O �P �が最大のとき�6�は最小と

　なる。

　 �O � �P � �Q  ��のとき　　 �O  
�

�
� �P 　……�②

　ゆえに　　 �O �P  �
�

� �� �P �P  � �P �
�

�
�P  �

�

� ���P
�

�
�
�

��

　よって， �P  
�

�
�のとき� �O �P �は最大値�

�

��
�をとる。

　このとき，②�から　　 �O  
�

�

　O!�，P!��であるから　　O P (�
�

　したがって，6�は�O (�
�

，P (�
�
�のとき最小値�)

��

�
 
�

�
�をとる。

T　Q 
�

�
�のとき　　6 

�

OP

　O!�，P!��であるから，OP�が最大のとき�6�は最小となる。

　� 相加平均 �� 相乗平均 �により　　
��O �P

�
�( �O �P  OP

　 �O � �P  
�

�
�であるから　　OP�

�

�
･
�

�
 
�

�

　等号は� �O  �P ��すなわち��O P )
�

�
 (�
�
�のとき成り立つ。

　よって，O P (�
�
�のとき�6�は最小値�

�

�
�をとる。

１

S　���　�ア�　
�

�
�$%��$' �$(�

　　　���　�イ�　�：� �� ：� �� 　　�ウ�　�
�

(�
�$%�$' ��$(�

　　　���　�エ�　$'�$(　　�オ�　�
�

�
　　�カ�　 (��

�

 解説

���　$* 
�

� �
$&�$' �$(  

�

� �
$%�$'�$' �$(

　　　��� 
ア �

� � ��$% �$' $(

���　 $%  $'  $(  �，$%･$' �

　　$%･$( $'･$( �･�･FRV���  
�

�

　よって　　S･'& �D$%�E$' �F$( ･$%

　　　　　　　　　 D
�

$% �E$%･$'�F$%･$( D�
F

�

　　　　�S･'( �D$%�E$' �F$( ･�$( �$'

　　　　　　�　 D$%･$(�E$'･$(�F
�

$( �D$%･$'�E
�

$' �F$'･$(

　　　　　　　� 
D

�
�

E

�
�

F

�

　S�が�△&'(�を含む平面と垂直であるから　　S･'& �，　S･'( �

　よって　　D�
F

�
 �，

D

�
�

E

�
�

F

�
 �　　　　ゆえに　　E �D，F ��D

　よって　　D���E���F 
イ����� �� ���� ��

　ゆえに，S D�$%�$' ��$( �であるから

　　　　　　
�

S�  �D �
�

$% �
�

$' ��
�

$( �� $%･ �$( �$'･$(

　　　　　　　��� � �D

　　　　　　S･$' D�$%�$' ��$( ･$'

　　　　　　　　　 D��
�

$' ��$'･$(  ��D

　 S�  ��，S･$'!��より　　� �D  �，　D��

　ゆえに，D �
�

(�
�であるから　　S 

ウ

�
�

(�
� ��$% $' �$(

$

%
&

'

( )

0
1

+

���　線分�$%，&'�の中点をそれぞれ�0，1�とする。

　四角形�$%&'�は正方形，�△&'(，△&')�は正三

　角形であるから　　

　　　　01�&'，(1�&'，)1�&'

　よって，&'�は�△(01，△()1�に垂直であるか

　ら，��点�(，)，0，1�は同一平面上にある。

　さらに，01  ()  �， (0  )1 �であるか

　ら，四角形�()10�は平行四辺形である。

　ゆえに　　$) $(�() $(�01 
エ
$'�$(

　また　　　+$ �$+ �
�

� �
$& �$(  �

�

� �
$%�$' �$(
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　　　　　　+) $)�$+

　　　　　　　�� $'�$(�
�

� �
$%�$' �$(  �

�

� �
$%�$' �$(

　よって　　+$･+) 
�

� �
$%��$' ��$( ･�$%��$' ��$(

　　　　　　　　　　 
�

� �
�

$% �
�

�$' $(

　 $'�$( �は正三角形�$'(�の高さの���倍であるから　　�･
(�
�
 (�

　ゆえに　　+$･+) 
�

� �
�� �� �

� (�  
オ

�
�

�

$ &

(

+
�

�

�

　さらに，$& (� ，($ (& ��であるから，△$&(�

　は直角二等辺三角形である。

　よって　　 +$  ) ���
�

� �
�

�
 (�
�

　また　　　 +)  (�
�

　ゆえに，△$+)�の面積は

　　　　　　
�

�
( �

�
+$

�
+)

�

� +$･+)  
�

�)
�

�
･ �
�

�

�

� ��
�

�
 

カ
(��
�

２

S　略

 解説

S，T，U，V�は���と異なるから，2$�2& 2%�2'�より

　　　　　
�

S
23�

�

U
25 

�

T
24�

�

V
26

ゆえに　　26 
V

S
23�

V

T
24�

V

U
25　……�①

$，%，&�は一直線上にないから，条件より�3，4，5�も一直線上にない。

よって，��点�3，4，5，6�が同じ平面上にあれば，①�において�
V

S
�� ��

V

T
�

V

U
 ��が

成り立つ。

すなわち　　
V

S
�

V

U
 

V

T
��　　　この両辺を�V�で割って　　

�

S
�
�

U
 
�

T
�
�

V

３

S　���　V 
�E �F

���D �E �E �F �F �D
，W 

�F �D

���D �E �E �F �F �D
，X 

�D �E

���D �E �E �F �F �D

　　　���　U 
� �F

���D �E � �F
�のとき最小値�

F( ��D �E

( ���D �E � �F
　　���　( ����6

�
�6

�
�6

 解説

2

$

%

&

[

\

]

3

S

���　点�3�は，平面�S�上にあるから　V�W�X ���……�①

　23�は平面�S�と垂直であるから　23･$% �，

　　　　　　　　　　　　　　　　23･$& �

　ここで，2$･2% �，2%･2& �，2&･2$ ��である

　から

　　　23･$% 23･�2% �2$  �V
�

2$ �W
�

2%

　　　　　　　 � �VD � �WE

　　　23･$& 23･�2& �2$  �V
�

2$ �X
�

2&

　　　　　　　 � �VD � �XF

　よって　　� �VD � �WE  �　……�②，　� �VD � �XF  �　……�③

　ゆえに，①，②，③�から

　　V 
�E �F

���D �E �E �F �F �D
，　W 

�F �D

���D �E �E �F �F �D
，　X 

�D �E

���D �E �E �F �F �D

2

$

%

&

[

\

]

0

4

���　24 2&�&4 2&�
U

� �
&$ �&%

　　　��� 
U

�
2$�

U

�
2%�� �� U 2&

　よって　　
�

24  
�U

�
�D �

�U

�
�E � �

� �� U �F

　　　　　　　　��� 
���D �E � �F

�
�U �� �F U� �F

　ゆえに，
�

24 �は�U�の���次関数で表されるから，
�

24 �が最小値をとる�U�の値は

　　　　　　U �F 	
���D �E � �F

�
 

� �F

���D �E � �F

　また，
�

24 �の最小値は

　　
���D �E � �F

�
�

�

� �
� �F

���D �E � �F
�� �F �

� �F

���D �E � �F
� �F  � ��D �E �F

���D �E � �F

　
�

24 �が最小となるとき， 24 �も最小となる。

　 24 !�，F!��より， 24 �は

　　　　　　U 
� �F

���D �E � �F
�のとき，最小値�

F( ��D �E

( ���D �E � �F
��をとる。

���　 �6  
�

�
DE， �6  

�

�
EF， �6  

�

�
FD�であるから

　　　　6 
�

�
( �

�
$%

�
$&

�

� $%･$&  
�

�
( �� ��D �E � ��D �F �

� 
�D

　　　　�� 
�

�
( ���D �E �E �F �F �D  

�

�(
���� � �6
�

� � �6
�

� � �6

　　　　�� ( ����6
�
�6

�
�6

４

S　���　 �D  FRVD，( ���D
�
�D  VLQD， �E  FRVE，( ���E

�
�E  VLQE

　　　���　2$･2%�FRV � �D E 　　���　K�D�E

 解説

���　2$ � �D ， �D ， �D ，2& � �，�，� �であるから

　　　　　　2$･2& �D ･�� �D ･�� �D ･�  �D

　一方，点�$，&�は，原点�2�を中心とする半径���の球面上にあるから

　　　　　　 2$  2&  �

　よって　　2$･2& 2$ 2& FRV�$2& FRVD

　ゆえに　　 �D  FRVD

　また，
�

2$  �
�D � �

�D � �
�D ，� 2$  �であるから

　　　　　　 �
�D � �

�D  �� � �
�D  �� �FRV D �VLQ D

　��D�S�より，VLQ �D � �であるから　　( ���D
�
�D  VLQD

　同様に　　 �E  FRVE

　また，��E�S�より，VLQ �E � �であるから　　( ���E
�
�E  VLQE

���　2$･2%�FRV � �D E  �D �E � �D �E � �D �E �� �FRVDFRVE VLQDVLQE

　　　　　　　　　　　　� �D �E � �D �E � �D �E �� ��D �E ( ���D
�
�D ( ���E

�
�E

　　　　　　　　　　　　� �D �E � �D �E �(� ���D
�
�D � ���E

�
�E

　　　　　　　　　　　　� �D �E � �D �E �( ����
�D

�
�E

�
�D

�
�E

�
�D

�
�E

�
�D

�
�E

　　　　　　　　　　　　� �D �E � �D �E �( ��� ��D �E �D �E
�

� ��D �E �D �E

　　　　　　　　　　　　��� �D �E � �D �E �(
�

� ��D �E �D �E

　　　　　　　　　　　　�� �D �E � �D �E � �D �E � �D �E ��

　よって　　2$･2%�FRV � �D E

���　2$･2% 2$ 2% FRV�$2% FRVK �であるから，����より

　　　　　　　　　　FRVK�FRV � �D E 　……�①

　また，��D�S，��E�S�であるから�　　��D�E��S

　>�@　��D�E�S�のとき

　　関数�\ FRV[ �は，��[�S�において単調に減少するから，①�より　　K�D�E

　>�@　S�D�E��S�のとき

　　��K�S�であるから　　K�D�E

　したがって，>�@，>�@�のいずれの場合も　　K�D�E

５

���

[�

�\

�2 ��

�

�

��
��

�� ��

�

�

��

S　���　 �[ � �\  �，] �

　　　���　�図���境界線を含む，面積は�S���

 解説

3

4

5

2

[
\

]

�

�

�2

���　点�� �，�，� �を� �2 �とし，点�4�の座標を�� ;，<，� �

　とする。

　点�4�は平面�] ��上で中心� �2 �，半径���の円周上を動く

　から　　　 �; � �<  �　……�①

　また， �42 652�であるから

　　　　　　34：35 �32 ：32 �：�

　よって，点�4�は線分�35�の中点である。

　点�5�の座標を�� [，\，� �とすると　　
[

�
 ;，

\

�
 <�

　①�に代入すると　　
�

� �
[

�
�

�

� �
\

�
 �　　　　よって　　 �[ � �\  �

　したがって，求める軌跡の方程式は　　 �[ � �\  �，] �
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3

4

5
2

[
\

]

�

+

6

$

%

&

'

���　点�3�から�[\�平面に垂線�3+�を下ろし，平面�] ��と

　の交点を�6�とする。

　点�3�の座標を�� ;，<，� �とすると，条件から

　　　　　　 �; � �<  �　……�②

　また，4665+�であるから

　　　　　　34：35 36：3+ �：�

　よって，点�4�は線分�35�の中点である。

　点�4�が線分�$%�上にあるとして，点�4�を固定して考え

　る。

　点�4�の座標を�� �，T，� ������T �� ，点�5�の座標を�� [，\，� �とすると

　　　　　　
�; [

�
 �，

�< \

�
 T　　　　よって　　; ��[，< �T�\

[�

�\

�2

��

�

��

�

　②�に代入すると　　 �
� �� [ � �

� ��T \  �

　したがって　　 �
� �[ � � �

� �\ �T  �������T ��

　よって，[\�平面における点�5�の軌跡は，点�� �，�T，� �

　を中心とする半径���の円である。

　ここで，点�4�� �，T，� �を����T���の範囲で動かす

　と，点�5�の動く領域は，右の図の斜線部分になる。

　ただし，境界線を含む。

　点�4�が�線分�%&，&'，'$�上にある場合も同様である

[�

�\

�2 ��

�

�

��
��

�� ��

�

�

��

　から，求める領域は右の図の斜線部分になる。

　ただし，境界線を含む。

　この領域の第���象限部分の面積は　　��
S

�

　ゆえに，求める面積は　　�� ��
S

�
�� S���

６

[�

�\

�

�

��

2

[ �
�

�
�\ ��

S　�図�

 解説

$�� �，�，� ，5�� [，\，� �とする。

4�は直線�35�上にあるから　　34 W35　�W�は実数�

よって　　24 23�W35 � �，�，� �W�[��，\， ��

　　　　　　　 ��[ �� W��，\W，��W ��

点�4�が�� �，�，� �以外の�6�上の点を動くとき　　 $4�  �

ゆえに，
�

$4�  ��であるから　　 �
� ��� �[ � W � � �\ �W � �

� ���W �  �

よって　　�
�

� �[ � � �\ ��� �W ���[ �� W�� �　……�①

�
� �[ � � �\ ��!��であるから，①�は�W�の���次方程式である。

W�は実数であるから，①�の判別式を�'�とすると　　'��

[�

�\

�

�

��

2

[ �
�

�
�\ ��

ここで　　
'

�
 �

� �[ � ��
�

� �[ � � �\ ���  ��[� �\ ��

'���であるから　　��[� �\ ����

ゆえに　　[��
�

�
�\ ��

よって，平面�] ��上で点�5�の動く範囲は，不等式

[��
�

�
�\ ���で表される領域であり，右の図の斜

線部分のようになる。ただし，境界線を含む。

T

�

$

2

3

+

5
[

\

]$�� �，�，� ，5�� [，\，� �とする。

点�$�から直線�35�に垂線を引き，その交点を�+�とする。

ただし，$�が直線�35�上にあるとき，+�は�$�とする。

+�は直線�35�上にあるから

　　　　　3+ N35　�N�は実数�

35 �[��，\， �� �であるから

　　　　　3+ ��[ �� N，\N， ��N

よって　　$+ $3�3+ ��[ �� N��，\N，��N ��

$+�35�または�$+ ��であるから　　$+･35 �

ゆえに　　��[ �� N ��� ��[ �� �\N�\����N �� �� ��  �

よって　　�
�

� �[ � � �\ ��� N�[�� �

�
� �[ � � �\ ��!��であるから　　N 

�� [

���� �[ � �\ �

ゆえに　　
�

$+�  �
� �[ � �N ���[ �� N��� �\ �N �� �N ��N��

　　　　　　　　 �
�

� �[ � � �\ ��� �N ���[ �� N��

　　　　　　　　 
�

� �� [

���� �[ � �\ �
� � �� [ � ��[ �

���� �[ � �\ �
��

　　　　　　　　 
��� �[ �[ �

���� �[ � �\ �
��

点�4�が�� �，�，� �以外の�6�上の点を動くとき　　 $+� ��

よって，
�

$+� ���であるから　　
��� �[ �[ �

���� �[ � �\ �
����

ゆえに　　
���[ �[ �

���� �[ � �\ �
��

[�

�\

�

�

��

2

[ �
�

�
�\ ��

�
� �[ � � �\ ��!��であるから

　　　　　 �[ ��[���
�

� �[ � � �\ ��

よって　　[��
�

�
�\ ��

ゆえに，平面�] ��上で点�5�の動く範囲は，不等式

[��
�

�
�\ ���で表される領域であり，右の図の斜線

部分のようになる。ただし，境界線を含む。

７

S　���　�ア�　
�

��
　　�イ�　

��

�
　　���　�ウ�　�　　�エ�　��　　�オ�　���　　

　　　　�カ�　
��

�
　　�キ�　

�

�
　　���　�ク�　

�

��

 解説

���　 2$�  ( ���� �� ��  (��，�� 2%�  ( ���� �� ��  (�，

　　2$･2% �･���･���･� �

　よって　　　　FRVK 
2$･2%

2$� 2%�
 

�

(��(�
 (��

�

　ゆえに　　　　 �VLQ K �� �FRV K ��
��

��
 

ア �

��

　したがって　　 �6  
�

� �
�

�
2$� 2%� VLQK  

�

�

�
2$�

�
2%� �VLQ K

　　　　　　　　　 
�

�
･��･�･

�

��
 

イ ��

�

���　Y � �，\，] �とおくと，Y･2$ �，Y･2% ��であるから

　　　　　　　　　���\��] �，��\�] �

　これを解くと　　\ �，] ��

　よって，Y � �，ウ�，エ�� �となり

2

Y

K

&

%

$D

+

　　　　　　　　Y･2& �･� �� ��･� �� �� �� ･� 
オ���

　&�から�△2$%�を含む平面に下ろした垂線を�&+�とする。

　Y･2&�� �であるから，Y�と�2&�のなす角を�D�とすると，

　D�は鈍角である。

　よって，�&2+ D�����であり

　　　　　　K 2&� VLQ�&2+

　　　���　　　 2&� VLQ � �D ���  � 2&� FRVD

　　　���　　　 � 2&� �
2&･Y

2&� Y�
 �

2&･Y

Y�

　　　���　　　 �
���

( ���� �� �
� ��

 
��

(��

　ゆえに　　　　 �K  
���

��
 

カ ��

�

　したがって　　9 
�

�
6K 

�

�)
��

�
･
��

(��
 

キ �

�

���　23 �D� �
�

�
2$� �

�

�
E� �2%� ��F� �

�

�
2&�

　よって，2$ � 
�

�
2$，2% � �2%，2& � 

�

�
2&，D � �D，E � 

�

�
E，F � �F�とす

　ると　　　　　　　23 D �2$ ��E �2% ��F�2& �，

　　　　　　　　　　D ��E ��F ���，D ���，E ���，F ���

　ゆえに，点�3�の全体が作る立体�(�は，四面体�2$ �%�&�である。

　したがって，(�の体積は，9�の��
�

�
���

�

�
 

ク �

��
���倍���になる。
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８

S　���　�
��

�
，
�

�
， ��

�

�
，�　　���　D �，��

 解説

���　球の方程式を変形すると　　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] �  ��

　よって，球の中心を�.，半径を�U�とすると　　.����，�， �� ，U �

　円�&�の中心を�&�� [，\，] �とすると　　.&�D

　ゆえに，.&�は平面�D�の法線ベクトル�Q ��， ��，� �に平行であるから

　　　　　　.& WQ ��� W�は実数

　よって　　�[��，\��，] ��  ��W， ��W，�W

　ゆえに　　[ �W��，\ ��W��，] �W��

　点�&�は平面�D�上にあるから　　���W �� �����W �� ����W ��  �

　よって　　W 
�

�
　　　このとき　　&��

��

�
，
�

�
， ��

�

�

　また， .&�  W Q�  ��であるから，円�&�の半径�5�は

　　　　　　5 ( ��U
�

.&�  �

���　球面と平面が接する条件は，球面の中心と平面との距離が球面の半径に等しいこと

　であるから　
���･D � ･� �� D � ･�� � ��

( ���D �
� �� D �

� ���
 (�

　ゆえに　　　 D���  (� ･( ��� �D ��D ���

　両辺を���乗すると　　 �D ���D����� �� �D ���D�����

　よって　　�D�D ���  �　　　ゆえに　　D �，��

９

S　���　�[��\���] �　　���　���S

 解説

���　球面�%�の中心�&�は　　&�� �，�，��

　平面�D�の法線ベクトルの���つは　　2& � �，�，��

　また，平面�D�は点�2�を通るから，その方程式は　　�[��\���] �

���　中心が�3，半径���の球面と球面�%�が共有点をもつ

&�� �，�，��

�
2 3

%

��
��

D

　から　　　���&3�����

　よって　　 ��� � �&3 � ��� 　……�①

　&2�D�であり，��点�2，3�は�D�上にあるから

　　　　　　 �&2 � �23  �&3

　また， �&2  ��� �であるから，①�より

　　　　　　 ��� � ��� � �23 � ���

　ゆえに　　�� �23 ���

　よって，平面�D�上で点�3�は，中心が�2，半径��(� �

　の円の周および内部を動く。

　また，27 �2&�であるから　　72�D

　ゆえに，立体�(�は，7�を頂点とし，中心�2，半径��(� �の円を底面とする円錐である。

　よって，(�の体積は　　
�

�
･

�
� �(� S･�･�� ���S

10

S　証明略， �[ � �\ � �] ��[��\��]�� �

 解説

球面� �6 �の中心�� �，�，� �と平面� �D �との距離は���で，半径�(�� �より小さいから， �& �は円

であり， �& �を含む球面の方程式は

　　　　　 �
� �[ � � �

� �\ � � �
� �] � ����N] ���� N�は定数

整理して　 �[ � �\ � �] ��[��\��N �� ]�� �　……�①

球面� �6 �の中心�� �，�，� �は平面� �D �上にあるから， �& �は円であり， �& �を含む球面の方程

式は　　　 �[ � �\ � �
� �] � ����K�[��\��] ��  ���� K�は定数

整理して　 �[ � �\ � �] �K[��K\���K �� ]��K��� �　……�②

K ��，�K ��，�K�� N��，��K��� ���とすると　　K ��，N ��

このとき，①，②�は同一の球面を表し， �& ， �& �はこの球面上にある。

よって，求める球面の方程式は

　　　　　 �[ � �\ � �] ��[��\��]�� �
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�
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�

�
��かつ���F�

�

�
��または��

��

� ��F

 解説

���　求める円の方程式を� �[ � �\ �O[�P\�Q ��とする。

　この円が���点�� �，� ，� �，� ，� �，� �を通るから

　　　　　　Q �，　��O�P�Q�� �，�　O��P�Q�� �

　これを解くと　　O �
�

�
，P �

�

�
，Q �

　ゆえに，求める円の方程式は　　 �[ � �\ �
�

�
[�
�

�
\ �

2
$ �

% �
&

[\�平面

���　��点�2，$ �，% ��は�[\�平面上にあるか

　ら，球面�6�と�[\�平面の共有点が作る図形

　は�2，$ �，% ��を通る円である。

　この円を表す方程式は，����から

　　　 �[ � �\ �
�

�
[�
�

�
\ �，] �

　すなわち　　
�

� ��[
�

�
�

�

� ��\
�

�
 
��

��
，] �

　よって，円の中心の座標は　　� �
�

�
，
�

�
，�

　球の中心�&�� D，E，F �から�[\�平面に下ろした垂線は，この円の中心�� �
�

�
，
�

�
，� �を通

　るから，点�&�と円の中心の�[�座標，\�座標はそれぞれ等しく　　D 
�

�
，E 

�

�

　また，球面�6�の半径は　　2& ) ��
�

� �
�

�

�

� �
�

�
�F  ) ��F

��

��

　よって，球面�6�の方程式は　　
�

� ��[
�

�
�

�

� ��\
�

�
� �

� �] F  �F �
��

��

　点��W��，W ��，W �が球面�6�上にあるとき

　　　　　　　
�

� ���W �
�

�
�

�

� ���W �
�

�
� �

� �W F  �F �
��

��

　すなわち　　� �W ����F �� W�� �　……�①

　直線�A�が球面�6�と共有点をもつための必要十分条件は，W�の���次方程式�①�が実数解を

　もつことである。

　①�の判別式を�'�とすると

　　　　　　　
'

�
 �

� ��� ��F � ��･� �
�F ���F��� ��F �� ��F ��� ��

　よって　　　F�
�

�
，
��

�
�F

　したがって，D，E，F�の満たすべき条件は

　　　　　　　D E 
�

�
��かつ���F�

�

�
��または��

��

� ��F

章末問題Ｃ

-205-


