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　よって　　' �
� G[

���[ [ �
 ' �

� G[

�
�

� ��[
�

�

�

�

 ' S
�

S
�

･
�

�

� � 
��WDQ K �

(�

� �FRV K
GK

　　　　　　　　　　　　 ' S
�

S
� �(�
�

GK 
�(�
� S

�

S
�

� �K  
�(�
� �

S

� ��
S

�

　　　　　　　　　　　　 (�
�

S

３

S　
�

�
ORJ�� (�

�
S

 解説
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D

I � 
�D [ G[�から　　, ' �
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[  �[��

 解説
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���　' �
�

I � 
W GW D���D�は定数���とおくと　　I � 
[  
[H �D　……�①

　よって　　' �
�

� 
�WH D GW 
�

�

� ��WH DW  H�D��

　ゆえに，D H�D���から　　D 
�H �

�

　これを�①�に代入して　　I � 
[  
[H �

�H �

�

���　' �
�

WI � 
W GW D���D�は定数���とおくと　　I � 
[  
�

[
�D　……�①

　よって　　' �
�

W� ��
�

W
D GW 

�

�

� ��W
�DW

�
 ���D

　ゆえに，D ���D�から　　D �
�

�

　これを�①�に代入して　　I � 
[  
�

[
�
�

�

���　' �
S

I � 
W FRVWGW D���D�は定数���とおくと　　I � 
[  �[�D　……�①

　よって　　' �
S

� 
��W D FRVWGW �' �
S

WFRVWGW�D' �
S

FRVWGW

　　　　　　　　　　　　　��� �' �
S

W� 
VLQ W �GW�D
�

S

� �VLQ W

　　　　　　　　　　　　　��� �
�

S

� �WVLQ W ��' �
S

VLQWGW

　　　　　　　　　　　　　��� �
�

S

� �FRVW  ��

　ゆえに　　D ��

　これを�①�に代入して　　I � 
[  �[��

５

S　I � 
[  [�
�� 
��S �

��S �
VLQ[�

�S

��S �
FRV[

 解説

I � 
[  [��' �
S

I � 
W � 
�VLQ[FRVW FRV[VLQ W GW

　　 [��VLQ[' �
S

I � 
W FRVWGW��FRV[' �
S

I � 
W VLQ WGW

�' �
S

I � 
W FRVWGW $，��' �
S

I � 
W VLQ WGW %���$，%�は定数���とおくと，I � 
[ �は次のよう

に表される。

　　　　　　I � 
[  [�$VLQ[�%FRV[

よって　$ �' �
S

� 
��W $VLQ W %FRVW FRVWGW �' �
S

� 
��WFRVW $VLQ WFRVW % �FRV W GW

ここで　　' �
S

WFRVWGW 
�

S

� �WVLQ W �' �
S

VLQ WGW ��
�

S

� �FRVW  ��

　　　　　' �
S

VLQ WFRVWGW 
�

� ' �
S

VLQ�WGW 
�

� �

S

� ��
�

�
FRV�W  �

　　　　　' �
S

�FRV WGW 
�

� ' �
S

� 
�� FRV�W GW 
�

� �

S

� ��W
�

�
VLQ�W  

S

�

から　　$ ���� ��
S

�
%

ゆえに　$�S% ��　……�①

また　% ��' �
S

� 
��W $VLQ W %FRVW VLQ WGW ��' �
S

� 
��WVLQ W $ �VLQ W %VLQ WFRVW GW

ここで　　' �
S

WVLQ WGW 
�

S

� ��WFRVW �' �
S

FRVWGW S�
�

S

� �VLQ W  S

　　　　　' �
S

�VLQ WGW 
�

� ' �
S

� 
�� FRV�W GW 
�

� �

S

� ��W
�

�
VLQ�W  

S

�

から　　% ��� ��S
S

�
$

ゆえに　S$�% ��S���……�②

①，②�を解くと　$ �
�� 
��S �

��S �
，% 

�S

��S �

よって　I � 
[  [�
�� 
��S �

��S �
VLQ[�

�S

��S �
FRV[

６

S　H��(H��

 解説

�2

ORJ[

\ WH\

W

\ [

H

�

�

[

WH �[ ��とすると　　W ORJ[

��W�ORJ[ �のとき　　 WH �[  �� 
�WH [  � WH �[

ORJ[�W���のとき　　 WH �[  WH �[

よって　　J � 
[  ' �
ORJ [

� 
�� WH [ GW�' ORJ [
�

� 
�WH [ GW

　　　　　　　 
�

ORJ [

� ��� WH [W �
ORJ [

�

� ��WH [W

　　　　　　　 ��[�[ORJ[ 
�� ��H�[�[ 
�[ORJ[

　　　　　　　 �[ORJ[��[�H��，

　　　　　J � � 
[  �ORJ[���� �ORJ[��

J � � 
[  ��とすると，ORJ[ 
�

�
�から　　[ (H

[ � … (H … H

J � � 
[ � � �

J � 
[ � ��H �(H � �

ゆえに，��[�H�における�J � 
[ �の増減表

は右のようになる。

したがって，[ (H �で最小値�H��(H��

をとる。

７

S　
�

�

 解説

I � 
W  
�

�� VLQW
�とおき，I � 
W �の不定積分の���つを�) � 
W �とすると

　　　　
�[ �
OLP
�

[ ' �
[ GW

�� VLQW
 

�[ �
OLP

�) � 
[ ) � 
�

�[ �
 ) � � 
�  I � 
�

　　　　　　　　　　　　� 
�

�� �
 
�

�

１

S　I � 
[  �
�

�

[
�H ，D �

 解説

I � 
W �の不定積分の���つを�) � 
W �とする。

与えられた等式から　　) � 
�[ �) � 
D  ��
[H

両辺を�[�について微分すると　　) � � 
�[ ･� �
[H

よって　　I � 
�[  �
�

�
[H

�[ W�とおくと　　I � 
W  �
�

�

W
�H 　　　　したがって　　I � 
[  �

�

�

[
�H

また，与えられた等式の両辺で�[ 
D

�
�とおくと　　� ��

D
�H

すなわち　　
D
�H  �　　　　ゆえに　　D �

２

S　D 
�

�S �
，

�

�S �

 解説

I � 
[  D' �
S
�

I � 
W FRV � 
�W [ GW D' �
S
�

I � 
W � 
�FRVWFRV[ VLQ WVLQ[ GW

　　 DFRV[' �
S
�

I � 
W FRVWGW�DVLQ[' �
S
�

I � 
W VLQ WGW

' �
S
�

I � 
W FRVWGW $，' �
S
�

I � 
W VLQ WGW % ���$，%�は定数��とおくと

　　　　　I � 
[  D$FRV[�D%VLQ[

よって　　$ ' �
S
�

D� 
�$FRVW %VLQ W FRVWGW

　　　　　　 D$' �
S
�

�FRV WGW�D%' �
S
�

VLQ WFRVWGW　……�①

　　　　　% ' �
S
�

D� 
�$FRVW %VLQ W VLQ WGW

　　　　　��� D$' �
S
�

VLQ WFRVWGW�D%' �
S
�

�VLQ WGW　……�②

ここで　　' �
S
�

�FRV WGW ' �
S
� �� FRV�W

�
GW 

�

S
�

� ��
W

�

�

�
VLQ�W  

S

�

　　　　　' �
S
�

�VLQ WGW ' �
S
� �� FRV�W

�
GW 

�

S
�

� ��
W

�

�

�
VLQ�W  

S

�

　　　　　' �
S
�

VLQ WFRVWGW  
�

� ' �
S
�

VLQ�WGW
�

� �

S
�

� ��
�

�
FRV�W  

�

�

①，②�に代入すると　　"
 $ �

S

�
D$

�

�
D% ……�③

 % �
�

�
D$

S

�
D% ……�④

③�④�から　　$�% 
S

�
D�$ 
�% �

�

�
D�$ 
�%
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よって　　　　��$ 
�% ���
S

�
D ��
�

�
D  �

ゆえに　　　　�$ %　または　��
S

�
D�
�

�
D �

ただし，関数�I � 
[ �は定数���でないから，連立方程式�③，④�は�� 
$，%  � 
�，� �以外の解

をもち，$ %�ならば�$
��である。

>�@　$ %�のとき　　③�から　$ 
S

�
D$�

�

�
D$

　$
��であるから　　� 
S

�
D�

�

�
D　　　　　ゆえに　　D 

�

�S �

>�@　��
S

�
D�
�

�
D ��のとき　　D 

�

�
S

�

�

�

 
�

�S �

以上から　　D 
�

�S �
，

�

�S �

３

S　�I � 
[  �S 
�� VLQ[��
S

� ��� FRV[，J � 
[  [�
S

�
��

 解説

I � 
[  ' �
S
�

J � 
W � 
�VLQ[FRVW FRV[VLQ W GW VLQ[' �
S
�

J � 
W FRVWGW�FRV[' �
S
�

J � 
W VLQ WGW

' �
S
�

J � 
W FRVWGW D，' �
S
�

J � 
W VLQ WGW E�とおくと　　I � 
[  DVLQ[�EFRV[

また，' �
S
�

I � 
W GW F�とおくと　　J � 
[  [�F

ゆえに　　D ' �
S
�

� 
�W F FRVWGW 
�

S
�

� �� 
�W F VLQ W �' �
S
�

VLQ WGW 
S

�
�F�

�

S
�

� ��FRV W

　　　　　��� 
S

�
�F��

よって　　D F�
S

�
��　……�①

また　　　E ' �
S
�

� 
�W F VLQ WGW 
�

S
�

� ��� 
�W F FRVW �' �
S
�

FRVWGW F�
�

S
�

� �VLQ W  F��

よって　　E F��　……�②

更に　　　F ' �
S
�

� 
�DVLQ W EFRVW GW 
�

S
�

� ���DFRVW EVLQ W  �E�D

よって　　F D�E　……�③

①，②，③�から　　D S��，E 
S

�
��，F 

S

�
��

したがって　　�I � 
[  �S 
�� VLQ[��
S

� ��� FRV[，J � 
[  [�
S

�
��

４

S　[ H�で最大値� �H ��，[ (H �で最小値� �
� 
�H �

 解説

��W���において　　�� WH� �H

�[ ���すなわち���[���のとき

　　　　　I � 
[  ' �
�

� 
�WH �[ �GW 
�

�

� ��WH �[ W  �� �[ � �H ��

�� �[ � �H �すなわち���[�H�のとき

WH � �[  ��とすると　　W �ORJ[

よって　　I � 
[  ' �
�ORJ [

� 
�� WH �[ �GW�' �ORJ [
�

� 
�WH �[ GW

　　　　　　　 
�

�ORJ [

� ��� WH �[ W �
�ORJ [

�

� ��WH �[ W

　　　　　　　 ��
�[ �� �[ ORJ[ 
�� ��

�H �� �[ 
�� �[ ORJ[

　　　　　　　 � �[ ORJ[�� �[ � �H ��

したがって　　I � 
[  �
���� �[ �H ���������������������� 
�� �[ �

���� �[ ORJ[ � �[ �H ������ 
�� �[ H

��[���のとき　　I � � 
[  ��[

��[�H�のとき　　I � � 
[  ���[ORJ[� 
[ ��[ �[ORJ[��[ �[��ORJ[ 
��

��[�H�のとき，I � � 
[  ��とすると　　[ (H

��[�H�における�I � 
[ �の増減表は次のようになる。

[ � … � … (H … H

I � � 
[ � � � � � � �

I � 
[ ��H � � ��H � � �
� 
�H � � ��H �

よって，I � 
[ �は�[ H�で最大値� �H ��，[ (H �で最小値� �
� 
�H � �をとる。

１

S　I � 
[  ���[�N 
�� [H �N��

 解説

I � 
[  ��[ 
�N [H � �[H ' �
[

I � 
W
WH GW��……�①　とする。

①�の両辺を�[�で微分すると

　　　　　I � � 
[  �
[H ���[ 
�N [H � �[H ' �

[

I � 
W
WH GW� �[H ･I � 
[

[H

　　　　　　　�� ��[�N 
�� [H �I � 
[ �
�[H ' �

[

I � 
W
WH GW��……�②

①�から　　I � 
[ �
�[H ' �

[

I � 
W
WH GW ��[ 
�N [H

これを�②�に代入して

　　　　　I � � 
[  ��[�N 
�� [H ���[ 
�N [H

　　　　　　　�� ��[��N 
�� [H

ゆえに　　I � 
[  ' � 
���[ �N � [H G[ ' � 
���[ �N � � 

[H �G[

　　　　　　　� ��[��N 
�� [H �' �
[H G[

　　　　　　　� ��[��N 
�� [H �&��� 
&�は積分定数 ��……�③

①�から　　I � 
�  �N

また，③�から　　I � 
�  ��N���&

よって　　�N ��N���&　　　　ゆえに　　& N��

これを�③�に代入して

　　　　　I � 
[  ��[��N 
�� [H �N��

　　　　　　　� ���[�N 
�� [H �N��

２

S　���　, � 
W  "
��

�

�
W(W W

�

�
��� 
�� �W �

�W
�

�
������������������� 
�W �

　　���　W 
�

�
�で最小値�

�

�

 解説

K �� �
S

�

V �� ���

���　V VLQK �とおくと　　GV FRVKGK

　よって　　, � 
W  ' �
S
�

��VLQ K W FRVKGK ' �
�

��V W GV

　ゆえに，��W���のとき

　　　, � 
W  �' �
( W

� 
�W �V GV '( W

�

� 
��V W GV  �
�

( W

� ��WV
�

�
�V

( W

�

� ��
�

�
�V WV

　　　　��� W(W�
�

�
W(W�

�

�
�W�

�

�
W(W �W(W  

�

�
W(W�W�

�

�

　W���のとき　　, � 
W  ' �
�

� 
�W �V GV 
�

�

� ��WV
�

�
�V  W�

�

�

　したがって　　, � 
W  "
��

�

�
W(W W

�

�
��� 
�� �W �

�W
�

�
������������������� 
�W �

���　, � 
�  ��
�

�
 
�

�
，

�W �� �
OLP � ���

�

�
W(W W

�

�
 
�

�
���

�

�
 
�

�
�であるから，, � 
W �はす
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　べての正の実数�W�で連続である。

　����より，W���で�, � 
W �は単調に増加するから，, � 
W �が最小となる�W�の値は���W���に

　存在する。

　��W���で�I � 
W  
�

�
W(W�W�

�

�
�とおくと　　I � � 
W  �(W ��

　��W���で�I � � 
W  ��とすると　　W 
�

�

W � …
�

�
… �

I � � 
W �� � � �� �

I � 
W � 極小 �

　よって，��W���における�I � 
W �の増減表は右の

　ようになる。

　ゆえに，��W���において，I � 
W �は�W 
�

�
�で極小

　かつ最小で，最小値は　　I� �
�

�
 
�

�

　したがって，, � 
W �は�W 
�

�
�で最小値�

�

�
�をとる。

１

S　���　
�

�
　　���　

�

�
ORJ�

 解説

���　� 
与式  ' �
�

([ G[ 
�

�

� �
�

�
[([  

�

�

���　� 
与式  
�Q 

OLP

 N �

Q

&
N

��Q �N
 

�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

&

N

Q

��
�

� �
N

Q

 ' �
� [

�� �[
G[ 

�

� ' �
� � 
�� �[ �

�� �[
G[

　　　　 
�

� �

�

� �ORJ � 
�� �[  
�

�
ORJ�

２

S　ORJ
�

�

 解説

� 
与式  
�Q 

OLP

�

Q  N �

�Q

&
�

��
N

Q

 ' �
� �

�� [
G[ 

�

�

� �ORJ � 
�� [  ORJ��ORJ�  ORJ
�

�

３

S　
���

��H

 解説

3 
�

Q
Q)

� 
�Q �

� 
�Q �
�とおくと

　3 
�

Q
Q
(� 
��Q � � 
��Q � � 
��Q � �……�� 
��Q Q

　��� Q)� ���
�

Q � ���
�

Q � ���
�

Q
�……�� ���

Q

Q

よって

　ORJ3 
�

Q �ORJ� ���
�

Q
�ORJ � ���

�

Q
�ORJ� ���

�

Q
��……� ��ORJ� ���

Q

Q

　　　�� 
�

Q  N �

Q

& ORJ� ���
N

Q

ゆえに　　
�Q 

OLP ORJ3 ' �

�

ORJ � 
�� [ G[ ' �
�

� 
�� [ �ORJ � 
�� [ G[

　　　　　　　　　� 
�

�

� �� 
�� [ ORJ � 
�� [ �' �
�

G[

　　　　　　　　　� �ORJ���ORJ��� ORJ
��
�� H

したがって　
�Q 

OLP3 

���

��H

４

S　略

 解説

自然数�N�に対して，N�[�N���のとき　　
�

�N �
�
�

[
�
�

N

常に�
�

�N �
 
�

[
�または�

�

[
 
�

N
�ではないから　　' N

�N � G[

�N �
�' N

�N � G[

[
�' N

�N � G[

N

よって　　
�

�N �
�' N

�N � G[

[
�
�

N

' N
�N � G[

[
�
�

N
�から　　

 N �

Q

& ' N

�N � G[

[
�

 N �

Q

&
�

N

 N �

Q

& ' N

�N � G[

[
 ' �

�Q � G[

[
 

�

�Q �

� �ORJ[  ORJ � 
�Q � �であるから

　　　　　ORJ � 
�Q � ���
�

�
�
�

�
��……��

�

Q
　……�①

�

�N �
�' N

�N � G[

[
�から　　

 N �

�Q �

&
�

�N �
�

 N �

�Q �

& ' N

�N � G[

[

 N �

�Q �

& ' N

�N � G[

[
 ' �

Q G[

[
 

�

Q

� �ORJ[  ORJQ �であるから　　
�

�
�
�

�
��……��

�

Q
�ORJQ

この不等式の両辺に���を加えて　　��
�

�
�
�

�
��……��

�

Q
�ORJQ��　……�②

よって，①，②�から，Q���のとき　ORJ � 
�Q � ���
�

�
�
�

�
��……��

�

Q
�ORJQ��

５

S　略

 解説
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��D �
�' D

�D � G[

��[ �
�' D

�D � G[

��D �

したがって　　�
�

��D �
�' D

�D � G[

��[ �
�

�

��D �

これより　　
 N �

�Q �

&
�

��N �
�

 N �

�Q �

& ' N

�N � G[

��[ �
　……�①

　　　　　�　
 N �

Q

& ' N

�N � G[

��[ �
�

 N �

Q

&
�

��N �
　……�②

ここで　　
 N �

�Q �

& ' N

�N � G[

��[ �
 ' �

�

�
G[

��[ � ' �
� G[

��[ �
�……�' �Q �

Q G[

��[ �

　　　　　　　　　　　��� ' �
Q G[

��[ �
 

�

Q

� �
�

�
ORJ � 
��[ �  

�

�
ORJ � 
��Q �

同様に　　
 N �

Q

& ' N
�N � G[

��[ �
 
�

�
ORJ � 
��Q �

①�から　　
�

�
�
�

�
�……�

�

��Q �
�
�

�
ORJ � 
��Q �

②�から　　
�

�
ORJ � 
��Q � ���

�

�
�
�

�
�……�

�

��Q �

したがって　　
�

�
ORJ � 
��Q � ���

�

�
�……�

�

��Q �
���

�

�
ORJ � 
��Q �

５

S　���　
S

�
　　���　略

 解説

[ �� �
�

(�

K �� ��
S

�

���　[ VLQK �とおくと　　G[ FRVKGK

　��K�
S

�
�で，FRVK!��であるから

　　　　( �� �[  ( �� �VLQ K  ( �FRV K  FRVK  FRVK

　よって　　' �
�

( � �

( �� �[
G[  ' �

S
� FRVK

FRVK
GK ' �

S
�

GK 
S

�

���　��[�
�

(�
��のとき　　�� Q[ � �[

　よって　　�� 
� Q[ ��� 
� �[  �[ � Q[ ��

　ゆえに　　�� Q[ ��� �[ 　すなわち　( �� Q[ �( �� �[ !�

　よって　　��
�

( �� Q[
�

�

( �� �[

　ゆえに　　 �' �
�

( �

G[ �' �
�

( � �

( �� Q[
G[ ' �

�

( � �

( �� �[
G[

　����の結果から　　
�

(�
� �' �

�

( � �

( �� Q[
G[

S

�

６

S　���　
�

�
ORJ

�� [

�� [
�&���&�は積分定数�　　���　略　　���　略

 解説

���　'
G[

�� �[
 
�

� ' � ��
�

�� [

�

�� [
G[ 

�

�
ORJ

�� [

�� [
�&　�&�は積分定数�

���　��[�
�

�
�のとき，��� �[ !��であるから

　�� 
� �[ �� 
� �[ ����� ��
�

�
�[ �� 
� �[ �を示せばよい。

　[���であるから　　�� 
� �[ �� 
� �[  �� �[ ��

　また　　　�� ��
�

�
�[ �� 
� �[ �� 

�[

� �� 
��[ �� 
��[ ��

　よって　　�� �[ �
�

�� �[
���

�

�
�[ 　……�①

���　��[�
�

�
�において，①�の等号は常には成り立たないから

　　　　　　' �
�
�

� 
�� �[ G[�' �
�
� G[

�� �[
�' �

�
�

� ���
�

�
�[ G[
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　すなわち　
�

�
�

� ��[
�[

�
�

�

�
�

� �
�

�
ORJ

�� [

�� [
�

�

�
�

� ��[
�

�
�[

　ゆえに　　
��

��
�
�

�
ORJ��

��

��
　　　　よって　　

��

��
�ORJ��

��

��

１

S　���　ORJ
��

��
　　���　

��

��

 解説

���　' �
�

ORJ
�[ �

�[ �
G[ ' �

�

� ��ORJ � 
�[ � ORJ � 
�[ � G[

　　　　　　　　��� ' �
�

� 
�[ � �ORJ � 
�[ � G[�' �
�

� 
�[ � �ORJ � 
�[ � G[

　　　　　　　　��� 
�

�

� �� 
�[ � ORJ � 
�[ � �' �
�

･� 
�[ �
�

�[ �
G[

　　　　　　　　　　　　　　�
�

�

� �� 
�[ � ORJ � 
�[ � �' �
�

･� 
�[ �
�

�[ �
G[

　　　　　　　　��� �ORJ���ORJ���ORJ�  �ORJ���ORJ�

　　　　　　　　��� ORJ
��
��
 ORJ

��

��

���　 QD  
�
Q

� �
･･� 
��Q � � 
��Q � …… � 
��Q Q

･･� 
�Q � � 
�Q � …… � 
�Q Q
�とすると

　　　
�Q 

OLP ORJ QD  

�Q 

OLP

�

Q
ORJ

･･� 
��Q � � 
��Q � …… � 
��Q Q

･･� 
�Q � � 
�Q � …… � 
�Q Q

　　　　　　　��� 
�Q 

OLP

�

Q �ORJ
��
�

Q

��
�

Q

�ORJ

��
�

Q

��
�

Q

�…… ��ORJ

��
Q

Q

��
Q

Q

　　　　　　　��� 
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

& ORJ

��
N

Q

��
N

Q

　　　　　　　��� ' �
�

ORJ
�� [

�� [
G[ ORJ

��

��
　������から�

　したがって　　
�Q 

OLP QD  

��

��

２

S　
���(� ��

��

 解説

[�

�\

�2 � � �W

� 
W，( �� W

&
6 � 
W

�

　6 � 
W  
�

�
･W･( �� W 

�

�
W( �� W

�QW �W

Q
 
�

Q
�より， NW  ��

N

Q
���N �，�，�，……，Q��

と表すことができるから

　6 � 
NW  
�

� NW ( �� NW  
�

� �� ��
N

Q ) �� � ���
N

Q

　　　 
�

� �� ��
N

Q ) ��
N

Q
����N �，�，�，……，Q�

よって　
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

& 6 � 
NW  
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

&
�

� �� ��
N

Q ) ��
N

Q

　　　　　　　　　　��� 
�

� ' �
�

� 
�� [ ( �� [ G[

[ ������ ��

X (� � ��

ここで，( �� [  X�とおくと

　　　　[ �� �X ，G[ ��XGX

[�と�X�の対応は右のようになる。

ゆえに　　
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

& 6 � 
NW  
�

� '(�

�

･� 
�� �X X � 
��X GX  ' �
( �

� 
�� �X �X GX

　　　　　　　　　　　��� 
�

(�

� ��
�

�
�X
�

�
�X  

���(� ��

��

３

S　���　略　　���　��(� 　　���　略

 解説

W … � …

I � � 
W � � �

I � 
W � � �

���　I � 
W  
WH ��� 
�W �とすると　　I � � 
W  

WH ��

　I � � 
W  ��とすると　　W �

　I � 
W �の増減表は右のようになる。

　よって，すべての実数�W�に対して　　I � 
W ��

　すなわち　　��W� WH

���　' �
S
� �

�� VLQ[
G[ ' �

S
� �� VLQ[

�� �VLQ [
G[ ' �

S
� �� VLQ[

�FRV [
G[ ' �

S
�

� ��
�
�FRV [

VLQ[
�FRV [

G[

　　　　　　　　　� 
�

S
�

� ��WDQ[
�

FRV[
 �� 
�(� �� 
��  ��(�

���　����の不等式の�W�を�VLQ[ �とすると　　��VLQ[�
VLQ [H

　��[�
S

�
�において，��VLQ[!�， VLQ [H !��であるから　　 �VLQ [H �

�

�� VLQ[

　また，����の不等式の�W�を��VLQ[ �とすると　　��VLQ[� �VLQ [H

　よって，��[�
S

�
�において　　��VLQ[� �VLQ [H �

�

�� VLQ[

　ゆえに　　' �
S
�

� 
�� VLQ[ G[� �' �
S
�
�VLQ [H G[ ' �

S
� �

�� VLQ[
G[

　ここで　　' �
S
�

� 
�� VLQ[ G[ 
�

S
�

� ��[ FRV[  �
S

� ��
�

(�
�� 

S

�
��� (�

�

　����の結果と合わせて　　
S

�
��� (�

�
�' �

S
�
�VLQ [H G[���(�
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１

S　���　VLQD 
�

(�
，FRVD 

�

(�
　　���　�(� ��

 解説

���　 �VLQ D� �FRV D ��に�VLQD �FRVD �を代入すると�　�� �FRV D �

　��D�
S

�
�から　　FRVD��　　　　よって　　FRVD 

�

(�

　また　　　VLQD �FRVD 
�

(�

[�

�\

�2

�

\ VLQ[

\ �FRV[

D S

�

���　��[�D�のとき　

　　　 VLQ[��FRV[  �� 
�VLQ[ �FRV[

　D�[�
S

�
�のとき

　　　 VLQ[��FRV[  VLQ[��FRV[

　よって

　　' �
S
�

�VLQ[ �FRV[ G[

　 �' �
D

� 
�VLQ[ �FRV[ G[�' D

S
�

� 
�VLQ[ �FRV[ G[

　 �
�

D

� ���FRV[ �VLQ[ �
D

S
�

� ���FRV[ �VLQ[

　 �� 
��FRVD �VLQD ���� 
�� �� 
��  �FRVD��VLQD��

　 �･
�

(�
��･

�

(�
�� �(� ��

２

S　���　�
�[H

� �VLQ�[ 
��FRV�[ �& ���&�は積分定数�　　���　
�

�

�

� 
�
� S
�H �

 解説

���　'
�[H VLQ�[G[ ' VLQ�[ � 
� �[H �G[ � �[H VLQ�[��' FRV�[ � 
� �[H �G[

　　　　　　　　� � �[H VLQ�[�� �[H FRV�[��'
�[H VLQ�[G[

　よって　　�'
�[H VLQ�[G[ � �[H VLQ�[�� �[H FRV�[

　積分定数を考えて

　　��'
�[H VLQ�[G[ �

�[H

� �VLQ�[ 
��FRV�[ �&　�&�は積分定数�

T　� 

�[H VLQ�[ � � �[H VLQ�[�� �[H FRV�[　……�①

　　　� 

�[H FRV�[ � � �[H FRV�[�� �[H VLQ�[　……�②

　①�②���から　　� 

�[H VLQ�[ ���� 


�[H FRV�[ � �� �[H VLQ�[

　よって　　 �[H VLQ�[ �
�

� �� 

�[H VLQ�[ � ���� 


�[H FRV�[ �

　ゆえに　　'
�[H VLQ�[G[ �

�

� �
�[H VLQ�[ 
�� �[H FRV�[ �&

　　　　　　　　　　　　� �
�[H

� �VLQ�[ 
��FRV�[ �& ���&�は積分定数�

���　' �
S
�[H VLQ�[ G[ ' �

S
�
�[H VLQ�[G[�' S

�

S
�[H VLQ�[G[

　 
�

S
�

� ��
�[H

� � 
�VLQ�[ �FRV�[ �
S
�

S

� ��
�[H

� � 
�VLQ�[ �FRV�[

　 �� �

� S
�H

� �� ��
� �� �� �
�

�
��� �� �

�SH

� ��

　 
�

� � ��SH ��
�S
�H  
�

�

�

�

� 
�
� S
�H �

３

S　���　�S　　���　�　　���　  P Q�のとき�S， 
P Q�のとき��　　���　����S

 解説

���　'�S

S

[VLQ[G[ '�S

S

[� 
�FRV[ �G[ 
�S

S

� ��[FRV[ �'�S
S

FRV[G[

　　　　　　　　 �S�
�S

S

� �VLQ[  �S

���　VLQ�[VLQ�[ �
�

� �FRV�[ 
�FRV[ �であるから

　　　　　'�S
S

VLQ�[VLQ�[G[ �
�

� '�S
S

� 
�FRV�[ FRV[ G[

　　　　　　　　　　　　　�� �
�

� �S

S

� ��
VLQ�[

�
VLQ[  �

���　　'�S

S

VLQP[VLQQ[G[ �
�

� '�S

S

� ��FRV � 
�P Q [ FRV � 
�P Q [ G[

　>�@　P Q �のとき

　　　　　　'�S

S

VLQP[VLQQ[G[ �
�

� '�S

S

� 
�FRV�P[ � G[ �
�

� �S

S

� ��
VLQ�P[

�P
[

　　　　　　　　　　　　　　　� �
�

�
･� 
��S  S

　>�@　P
Q �のとき

　　　　　　'�S

S

VLQP[VLQQ[G[ �
�

� �S

S

� ��
VLQ � 
�P Q [

�P Q

VLQ � 
�P Q [

�P Q
 �

���　'�S

S �

� � N �

����

& VLQN[ G[ '�S
S

�
� 
���VLQ[ VLQ�[ …… VLQ����[ G[

　����より，自然数�P，Q�について，P
Q �のとき，'�S

S

VLQP[VLQQ[G[ ��であるから

　　　　　'�S
S

�
� 
���VLQ[ VLQ�[ …… VLQ����[ G[

　　　　 '�S

S

� 
����VLQ [ �VLQ �[ ……
�VLQ ����[ G[

　また，P Q �のとき，'�S

S

VLQP[VLQQ[G[ S�であるから　　'�S

S
�VLQ P[G[ S

　したがって　　'�S

S

� 
����VLQ [ �VLQ �[ ……
�VLQ ����[ G[

　　　　　　　 S�S�……�S　� 
�����個の�S�の和

　　　　　　　 ����S

　以上から　　'�S

S �

� � N �

����

& VLQN[ G[ ����S

４

S　�ア�　�　　�イ�　
S

�

 解説

　　　　,�- ' �
S
� FRV[

�VLQ[ FRV[
G[�' �

S
� VLQ[

�VLQ[ FRV[
G[ ' �

S
� �FRV[ VLQ[

�VLQ[ FRV[
G[

　　　　　　� ' �
S
� � 
�VLQ[ FRV[ �

�VLQ[ FRV[
G[ 

�

S
�

� �ORJ �VLQ[ FRV[  ア�　……�①

また　　,�- ' �
S
� FRV[

�VLQ[ FRV[
G[�' �

S
� VLQ[

�VLQ[ FRV[
G[

　　　　　　� ' �
S
� �FRV[ VLQ[

�VLQ[ FRV[
G[ ' �

S
�

G[ 
�

S
�

� �[  
S

�
　……�②

①，②�から　　�, 
S

�
　　　　したがって　　, 

イ S

�

[ � �
S

�

\
S

�
� �

U　,�- ��は，次のようにおき換えて導くこともできる。

　- ' �
S
� VLQ[

�VLQ[ FRV[
G[�において，[ 

S

�
�\�とおくと

　　　　　　G[ �G\

　よって　　�- ' S
�

�

･

VLQ� ��
S

�
\

�VLQ� ��
S

�
\ FRV� ��

S

�
\

� 
�G\  �' S
�

� FRV\

�FRV\ VLQ\
G\

　　　　　　��� ' �
S
� FRV\

�VLQ\ FRV\
G\ ' �

S
� FRV[

�VLQ[ FRV[
G[ ,

　ゆえに　　,�- �

５

S　証明略，
�S

�

 解説

[ ��� ��S

W S�� ���

�前半�　  , ' �
S

[I � 
VLQ[ G[�とする。

　  [ �S W�とおくと　　  G[ �GW

　　　  , ' S

�

･� 
�S W I � 
VLQ � 
�S W � 
�� GW ' �
S

� 
�S W I � 
VLQ W GW

　　��　 ' �
S

� 
�S [ I � 
VLQ[ G[ �S' �
S

I � 
VLQ[ G[ ,

　よって　　　  �, S' �
S

I � 
VLQ[ G[

　すなわち　　  ' �
S

[I � 
VLQ[ G[
S

� ' �
S

I � 
VLQ[ G[

�後半�

[ ��� ����S��

W ��� ��� �

　  
VLQ[

�� �FRV [

VLQ[

�� �VLQ [
�と変形できるから

　　　　　  ' �
S [VLQ[

�� �FRV [
G[

S

� ' �
S VLQ[

�� �FRV [
G[

　  FRV[ W�とおくと　　  �VLQ[G[ GW
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　よって　　与  式  
S

� ' �
�� ��

�� �W
GW

S

� '��
� GW

�� �W

　　　　　　　　 S' �
� GW

�� �W

W ��� ������

K ��� ��
S

�

　  W WDQK �とおくと　　  GW
�
�FRV K

GK

　ゆえに　　与  式 S' �
S
�

･
�

�� �WDQ K

�
�FRV K

GK

　　　　　　　　  S' �
S
�

GK  S
�

S
�

� �K
�S

�

６

S　���　ORJ(� 　　���　
�

Q �FRVQS ��FRV
Q

�
S 　　���　ORJ(� �

�

��

 解説

���　 �,  ' S
�

S
� FRV[

VLQ[
G[ 

S
�

S
�

� �ORJ VLQ[  �ORJ
�

(�
 ORJ(�

���　 Q, � �Q �,  ' S
�

S
� �FRV � 
��Q � [ FRV � 
��Q � [

VLQ[
G[

　ここで　　FRV � 
��Q � [�FRV � 
��Q � [

　　　　　 ��VLQ
�� 
��Q � [ � 
��Q � [

�
VLQ

�� 
��Q � [ � 
��Q � [

�
 ��VLQ�Q[VLQ[

　であるから　　 Q, � �Q �,  ' S
�

S
�

� 
��VLQ�Q[ G[ 
S
�

S
�

� �
FRV�Q[

Q
 
�

Q �FRVQS� �FRV
Q

�
S

���　 �,  � �, 
� �, �� �, 
� �, �� �, � 
�, �� �, � 
�, �� 
��, �, � �,

　����から　　 �, � �,  
�

� �FRV�S ��FRV
�

�
S  �

�

�

　同様にして　　 �, � �,  �， �, � �,  �
�

�
， �, � �,  �， �, � �,  ��

　よって　　 �,  �
�

�
���

�

�
�����ORJ(�  ORJ(� �

�

��

７

S　���　略　　���　略

 解説

[ ���� �
S

�

W
S

�
� ���

���　[ 
S

�
�W�とおくと　　G[ � 
�� ･GW

　[�と�W�の対応は右のようになる。

　よって　　 P�Q,  ' �
S
�

PVLQ [ QFRV [G[

　　　　　　　��� ' S
�

�

･
PVLQ � ��

S

�
W QFRV � ��

S

�
W � 
�� GW

　　　　　　　��� ' �
S
�

QVLQ [ PFRV [G[ Q�P,

���　Q���のとき

　　'
PVLQ [ QFRV [G[ ' � 


PVLQ [FRV[ �Q �FRV [G[ ' � �
�P �VLQ [

�P �

� �Q �FRV [G[

　　　　　　　　　��� 
�P �VLQ [ �Q �FRV [

�P �
�' ･

�P �VLQ [

�P � � 
�Q � �Q �FRV [ � 
�VLQ[ G[

　　　　　　　　　��� 
�P �VLQ [ �Q �FRV [

�P �
�

�Q �

�P � '
�P �VLQ [ �Q �FRV [G[　……�①

　また　'
�P �VLQ [ �Q �FRV [G[ '

PVLQ [ �Q �FRV [ � 
�� �FRV [ G[

　　　　　　　　　　　　　��� '
PVLQ [ �Q �FRV [G[�'

PVLQ [ QFRV [G[　……�②

　①，②�から　'
PVLQ [ QFRV [G[ 

�P �VLQ [ �Q �FRV [

�P Q
�

�Q �

�P Q '
PVLQ [ �Q �FRV [G[

　ゆえに　' �
S
�

PVLQ [ QFRV [G[ 
�

S
�

� �
�P �VLQ [ �Q �FRV [

�P Q
�

�Q �

�P Q ' �
S
�

PVLQ [ �Q �FRV [G[

　したがって　　 P�Q,  
�Q �

�P Q
P� �Q �,

８

S　[ �，��で最大値��ORJ���；[ 
�

�
�で最小値��ORJ

�

�
��

 解説

��W�[�で� W�[  [�W，[�W���で� W�[  W�[�であるから

　　　　　　I � 
[  ' �
[

ORJ � 
���W [ � GW�' [

�

ORJ � 
��W [ � GW

W ��������� ��[

V �[ ��� ���

ここで，V �W�[���とおくと　　GV �GW

このとき　　' �
[

ORJ � 
���W [ � GW ' �[ �

�

･ORJV � 
�GV

　　　　　　　　　　　　　　　� ' �
�[ �

ORJVGV

　　　　　　　　　　　　　　　� 
�

�[ �

� ��VORJV V  �[ 
�� ORJ � 
�[ � ��[ 
�� ��

　　　　　　　　　　　　　　　� �[ 
�� ORJ � 
�[ � �[

W [�� ����������

X ��� ���� [

また，X W�[���とおくと　　GX GW

このとき　　' [

�

ORJ � 
��W [ � GW ' �
�� [

ORJXGX

　　　　　　　　　　　　　　� 
�

�� [

� ��XORJX X

　　　　　　　　　　　　　　� �� 
�[ ORJ � 
�� [ ��� 
�[ ��

　　　　　　　　　　　　　　� �� 
�[ ORJ � 
�� [ �[��

よって　　I � 
[  �[ 
�� ORJ � 
�[ � ��� 
�[ ORJ � 
�� [ ��

ゆえに　　I � � 
[  ORJ � 
�[ � ��[ 
�� ･
�

�[ �
�ORJ � 
�� [ ��� 
�[ � ��

�

�� [

　　　　　　　�� ORJ � 
�[ � �ORJ � 
�� [  ORJ
�[ �

�� [

��[���で�I � � 
[  ��とすると　　[ 
�

�

I � 
�  I � 
�  �ORJ����であるから，��[���における�I � 
[ �の増減表は次のようになる。

[ � …
�

�
… �

I � � 
[ �� � � �� �

I � 
[ ��ORJ� � � 極小 � ��ORJ� �

よって，I � 
[ �は�[ 
�

�
�で極小かつ最小となる。

I� �
�

�
 �ORJ

�

�
���であるから，求める最大値，最小値は

　　　　　[ �，��で最大値　�ORJ���，　[ 
�

�
�で最小値　�ORJ

�

�
��

９

S　
��

��

 解説

[�

�\

�2

�

�� �

N3

$

N

Q
S�

点� N3 �の座標は次のように表すことができる。

　　　�� �N23 FRV
N

Q
S， N23 VLQ

N

Q
S

点� N3 �は楕円��
�[

�
�

�\

�
 ��上にあるから

　　　 �
N23 �
�

�
�FRV
N

Q
S ��

�

�
�VLQ
N

Q
S  �

よって　　
�
�

N23
 
�

�
�FRV
N

Q
S�

�

�
�VLQ
N

Q
S

したがって　　�与式� 
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

&
�
�

N23
 

�Q 

OLP � ��･

�

�

�

Q  N �

Q

&
�FRV
N

Q
S ･

�

�

�

Q  N �

Q

&
�VLQ
N

Q
S

　　　　　　��　　　 
�

� ' �
�

�FRV S[G[�
�

� ' �
�

�VLQ S[G[

　　　　　　　　　�� 
�

� ' �
�

� 
�� FRV�S[ G[�
�

�� ' �
�

� 
�� FRV�S[ G[

　　　　　　　　　�� 
�

� �

�

� ��[
�

�S
VLQ�S[ �

�

�� �

�

� ��[
�

�S
VLQ�S[  

��

��

10

S　���　 QO � 
N  ��VLQ
NS

�Q
�FRV

NS

�Q ��� 　　���　D ��
�

S ���

 解説

N3

$�� �3 � %�� Q3 �2�

NS

Q

NS

�Q

���　線分�$%�の中点を�2�とすると

　　　　　　� N$23  
N

Q
S

　よって　　� N$%3  
�

�
� N$23  

NS

�Q

　ゆえに　　 N$3  $%VLQ� N$%3  �VLQ
NS

�Q
，

　　　　　　 N3 % $%FRV� N$%3  �FRV
NS

�Q

　したがって　　 QO � 
N  ��VLQ
NS

�Q
�FRV

NS

�Q ���

���　D 
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

& QO � 
N  
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

& �� ���VLQ
NS

�Q
FRV

NS

�Q
�
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　　�� ��
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

& � ���VLQ � �･
S

�

N

Q
FRV� �･

S

�

N

Q
�

　　�� �' �
�

� ���VLQ
S[

�
FRV

S[

�
� G[ �

�

�

� ����
�

S
FRV

S[

�

�

S
VLQ

S[

�
[

　　�� ���
�

S ��� �� ���
�

S
 ��

�

S ���

11

S　���　略　　���　
�

�

 解説

���　I � 
[  [�ORJ � 
�[ � ，J � 
[  ORJ � 
�[ � �[�
�

�
�[ �とおくと

　　　　　　　　I � � 
[  
[

�[ �
，J � � 
[  

�[

�[ �

　[!��のとき�I � � 
[ !�，J � � 
[ !��であるから，[���において�I � 
[ ，J � 
[ �はともに単

　調に増加する。

　また　　I � 
�  �，J � 
�  �

　ゆえに，[���のとき　　I � 
[ ��，J � 
[ ��

　よって　　[�
�

�
�[ �ORJ � 
�[ � �[

���　����において，[ 
N
�Q
�とすると　　

N
�Q
�

�N

� �Q
�ORJ� ���

N
�Q
�

N
�Q

　N �，�，……，Q�として辺々を加えると

　　　　　　
 N �

Q

& � ��
N
�Q

�N

� �Q
�

 N �

Q

& ORJ� ���
N
�Q
�

 N �

Q

&
N
�Q

　ここで　　
�Q 

OLP

 N �

Q

&
N
�Q
 

�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

&
N

Q
 ' �

�

[G[ 
�

�

　また　　　
�Q 

OLP

 N �

Q

& � ��
N
�Q

�N

� �Q
 

�Q 

OLP � ��

�

Q  N �

Q

&
N

Q
･

�

�Q

�

Q  N �

Q

&
�

� �
N

Q

　　　　　　　　　　　　　　　� ' �
�

[G[��･' �
�
�[ G[ 

�

�

　したがって　　
�Q 

OLP

 N �

Q

& ORJ� ���
N
�Q
 
�

�

12

S　���　ORJ����
S

�
　　���　�

��� S
�H

 解説

���　' �
�

ORJ � 
�� �[ G[ ' �
�

� 
[ �ORJ � 
�� �[ G[ 
�

�

� �[ORJ � 
�� �[ ��' �
� �[

�� �[
G[

　　　　　　　　　� ORJ���' �
�

� ���
�

�� �[
G[ ORJ���' �

�

G[��' �
� �

�� �[
G[

　　　　　　　　　� ORJ�����' �
� �

�� �[
G[　……�①

[ �� ����

K �� �
S

�

　[ WDQK �とおくと　　G[ 
�
�FRV K

GK

　よって　　' �
� �

�� �[
G[ ' �

S
� �

�� �WDQ K
･
�
�FRV K

GK

　　　　　　　　　　　� ' �
S
�

GK 
S

�

　ゆえに，①�から　　' �
�

ORJ � 
�� �[ G[ ORJ����
S

�

���　 Q
( QD !��であるから， Q

( QD �の自然対数をとると

　　　ORJ Q
( QD  

�

Q
ORJ QD  

�

Q
ORJ � 
��Q �� � 
��Q �� ……� 
��Q �Q

　　　　　　　� 
�

Q �ORJ � 
��Q �� �ORJ � 
��Q �� �…… ��ORJ � 
��Q �Q

　　　　　　　� 
�

Q  N �

Q

& ORJ � 
��Q �N

　したがって　　ORJ
Q
( QD

�Q
 ORJ Q

( QD �ORJ �Q  
�

Q  N �

Q

& ORJ � 
��Q �N �ORJ �Q

　　　　　　　　　　　　��� 
�

Q �  N �

Q

& ORJ � 
��Q �N ��QORJ �Q

　　　　　　　　　　　　��� 
�

Q �  N �

Q

& ORJ � 
��Q �N � � N �

Q

& ORJ
�Q

　　　　　　　　　　　　��� 
�

Q  N �

Q

& � ��ORJ � 
��Q �N ORJ �Q

　　　　　　　　　　　　��� 
�

Q  N �

Q

& ORJ
��Q �N
�Q
 
�

Q  N �

Q

& ORJ � ���
�

� �
N

Q

　よって　　
�Q 

OLP ORJ

Q
( QD

�Q
 

�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

& ORJ� ���
�

� �
N

Q
 ' �

�

ORJ � 
�� �[ G[

　����より，' �
�

ORJ � 
�� �[ G[ ORJ����
S

�
�であるから

　　　　　　　
�Q 

OLP ORJ

Q
( QD

�Q
 ORJ����

S

�

　すなわち　　
�Q 

OLP

Q
( QD

�Q
 

��ORJ � � S
�H  �

��� S
�H

13

S　���　�ア�　略　　�イ�　略　　���　略

 解説

���　�ア�　I � 
[  
[H ��[ 
�� �とおくと　　I � � 
[  

[H ��

　　I � � 
[  ��とすると　　[ �

[ … � …

I � � 
[ � � �

I � 
[ � � �

　　I � 
[ �の増減表は右のようになる。

　　よって，I � 
[ �は�[ ��のとき最小値���をとる。

　　したがって，すべての実数�[�に対して　I � 
[ ��

　　よって　　��[� [H

　�イ�　�ア��から，すべての実数�W�に対して　　��W�
WH �

　　W � �[ �とおくと　　�� �[ � � �[H 　……�①

　　また，W �[ �とおくと　　���� �[ �
�[H

　　したがって　　 � �[H �
�

�� �[
　……�②

　　①，②�から　　�� �[ � � �[H �
�

�� �[

���　����の��イ��の不等式において，等号は常には成り立たないから

　　　　　' �
�

� 
�� �[ G[�' �
�
� �[H G[�' �

� �

�� �[
G[　……�③

　ここで　　' �
�

� 
�� �[ G[ 
�

�

� ��[
�

�
�[  

�

�

　また，' �
� �

�� �[
G[�について，[ WDQK �とおくと　　G[ 

�
�FRV K

GK

[ �� ����

K �� �
S

�

　したがって　　' �
� �

�� �[
G[ ' �

S
�

･
�

�� �WDQ K

�
�FRV K

GK

　　　　　　　�　　　　　　 ' �
S
�

GK 
�

S
�

� �K  
S

�

　よって，③�から　　
�

�
�' �

�
� �[H G[�

S

�

14

S　��

 解説

まず，下左図より

�6  �� ' �
��� �

([
G[ ��

�

���

� ��([   ��� �� � ��

下右図より

!6  �' �
��� �

([
G[

�

(���
�

�

���

� ��([
�

��
  ���� �

�

��
!���

�

��
��

ゆえに　 ��� �6 ��� ��より　  Q ��

[�

�\

�2

 \
�

([

�

� � � �� ��
���

…… [�

�\

�2

 \
�

([

�

� � �
��
���……
���

15

S　���　
�� Q

� 
� �[

�� �[
　　���　

S

�
　　���　略　　���　

S

�

 解説

���　和��� �[ � �[ � �[ �……�
�Q �

� 
�� ��Q �[ �は�初項��，公比�� �[ ，項数�Q�の等比数列

　の和であるから，� �[ 
��より

　　　　　　�� �[ � �[ � �[ �……�
�Q �

� 
�� ��Q �[  
�� Q

� 
� �[

�� �[
　……�①

[ �� ����

K ��� �
S

�

���　[ WDQK �とおくと　　G[ 
�
�FRV K

GK

　よって　　' �
� G[

�� �[
 ' �

S
�

･
�

�� �WDQ K

�
�FRV K

GK ' �
S
�

GK

　　　　　　　　　　� 
�

S
�

� �K  
S

�
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���　��[���で�
�

�� �[
���であるから，��[���で　　

�Q[

�� �[
� �Q[

　両辺を���から���まで�[�について積分すると　　' �
� �Q[

�� �[
G[�' �

�
�Q[ G[

　　　　　　' �
�
�Q[ G[ 

�

�

� �
�

��Q �
��Q �[  

�

��Q �

　であるから，不等式�' �
� �Q[

�� �[
G[�

�

��Q �
�が成り立つ。

���　�� �[ � �[ � �[ �……�
�Q �

� 
�� ��Q �[  
 N �

Q

&
�N �

� 
�� ��N �[ �であるから，①�の両辺を�

　��から���まで�[�について積分すると　　' �
�

� � N �

Q

&
�N �

� 
�� ��N �[ G[ ' �
� �� Q

� 
� �[

�� �[
G[

　ここで　　' �
�

� � N �

Q

&
�N �

� 
�� ��N �[ G[ 
 N �

Q

& ' �
�

�N �
� 
�� ��N �[ G[ 

 N �

Q

&
�

�

� �
�N �

� 
��

��N �
��N �[

　　　　　　　　　　　　　　　　�� 
 N �

Q

&

�N �
� 
��

��N �

　　　　　　' �
� �� Q

� 
� �[

�� �[
G[�' �

� �� �Q[

�� �[
G[

　　　　　　' �
� �� Q

� 
� �[

�� �[
G[�' �

� �� �Q[

�� �[
G[

　であるから　　' �
� �� �Q[

�� �[
G[�

 N �

Q

&
�N �

� 
��

��N �
�' �

� �� �Q[

�� �[
G[

　���，����から　　' �
� �� �Q[

�� �[
G[ ' �

� G[

�� �[
�' �

� �Q[

�� �[
G[�

S

�
�

�

��Q �

　　　　　　　　�' �
� �� �Q[

�� �[
G[ ' �

� G[

�� �[
�' �

� �Q[

�� �[
G[�

S

�
�

�

��Q �

　ゆえに　　
S

�
�

�

��Q �
�

 N �

Q

&

�N �
� 
��

��N �
�

S

�
�

�

��Q �

　
�Q 

OLP � ��

S

�

�

��Q �
 

S

�
，

�Q 

OLP � ��

S

�

�

��Q �
 

S

�
�であるから　　

�Q 

OLP

 N �

Q

&

�N �
� 
��

��N �
 

S

�

１

S　
��(�
�

 解説

�FRV�[��FRV[ ���
�FRV [ 
�� ��FRV[ � �FRV [��FRV[��

FRV[ W�とおくと，��[�S�では����W���であり，

　　　　　　　　I � 
[  �
�W ��W�� ��W 
�� ��W 
��

���W���では��W��!��であるから

　　　���W�
�

�
�のとき　I � 
[ ��，　

�

�
�W���のとき　I � 
[ ��

FRVD 
�

�
����D 
�S �とおくと，��D�

S

�
��……�①�であり，

　　　　��[�D�のとき　I � 
[ ��，　D�[�S�のとき　I � 
[ ��

したがって�　' �
S

I � 
[ G[ ' �
D

I � 
[ G[�' D

S

� ��I � 
[ G[

ここで　�　　' I � 
[ G[ ' � 
��FRV�[ �FRV[ G[ 
�

�
VLQ �[��VLQ [�&

　　　　　　　　　　� �VLQ [FRV[��VLQ [�&　�&�は積分定数�

また，①�から　�　VLQ D ( �� �FRV D  ) ��
�

�
 
�(�
�

よって　' �
S

I � 
[ G[ 
�

D

� ���VLQ [FRV[ �VLQ [ �
D

S

� ���VLQ [FRV[ �VLQ [

　　　　　　　　　 ���VLQ DFRVD 
��VLQ D

　　　　　　　　　 ���･
�(�
�

･
�

�
�� �･

�(�
�

 
��(�
�

２

S　
�� SH

� QSH

 解説

[�

�\

�2

�

S �S

\ VLQ[

Q�を自然数とすると，�Q 
�� S�[�QS�のとき

　　　　 VLQ[  �Q �
� 
�� VLQ[

よって　　' � ��Q � S

QS
�[H VLQ[ G[

　　　　 ' � ��Q � S

QS
�[H �Q �

� 
�� VLQ[G[

　　　　 �Q �
� 
�� ' � ��Q � S

QS
�[H VLQ[G[

ここで　　� 

�[H VLQ[ � � �[H VLQ[� �[H FRV[，

　　　　　� 

�[H FRV[ � � �[H FRV[� �[H VLQ[

よって　　 �[H VLQ[ �
�

� �� 

�[H VLQ[ � ��� 


�[H FRV[ �

この両辺を積分すると　　'
�[H VLQ[G[ �

�[H

� �VLQ[ 
�FRV[ �&　�&�は積分定数�

よって　　' � ��Q � S

QS
�[H VLQ[G[ 

� ��Q � S

QS

� ��
�[H

� � 
�VLQ[ FRV[

　　　　　　　　　　　　　 �
�QSH

�
･FRVQS�

�� ��Q � SH

�
･FRV � 
�Q � S

　　　　　　　　　　　　　 �
�QSH

�
･

Q
� 
�� �

�� ��Q � SH

�
･

�Q �
� 
��

　　　　　　　　　　　　　 
�Q �

� 
��

�
�QSH �� 
� SH

したがって　　' � ��Q � S

QS
�[H VLQ[ G[ �Q �

� 
�� ･
�Q �

� 
��

�
�QSH �� 
� SH  

�� SH

� QSH

３

S　���　P
�Q�のとき��，P �Q���
���のとき�S，P Q ��のとき��S

　　　���　
Q� 
�Q �

�
S

 解説

���　与式の右辺を変形して

　　　　　 P，Q,  
�

� ' �
�S

� ��FRV � 
�P Q [ FRV � 
�P Q [ G[

　>�@　P�Q
��かつ�P�Q
���すなわち��P
�Q�のとき

　　　　　 P，Q,  
�

� �
VLQ � 
�P Q [

�P Q
�

�

�S

�
VLQ � 
�P Q [

�P Q
 �

　>�@　P�Q
��かつ�P�Q ���すなわち��P Q
��のとき

　　　　　 P，Q,  
�

� ' �
�S

� ��FRV � 
�P Q [ � G[ 
�

� �

�S

� ��
VLQ � 
�P Q [

�P Q
[  S

　>�@　P�Q ��かつ�P�Q
���すなわち��P �Q
��のとき

　　　　　 P，Q,  
�

� ' �
�S

� ��� FRV � 
�P Q [ G[ 
�

� �

�S

� ��[
VLQ � 
�P Q [

�P Q
 S

　>�@　P�Q ��かつ�P�Q ���すなわち��P Q ��のとき

　　　　　 P，Q,  
�

� ' �
�S

� 
�� � G[ ' �
�S

G[ 
�

�S

� �[  �S

　以上から　　P
�Q�のとき　 P，Q,  �，　P �Q���
���のとき　 P，Q,  S，

　　　　　　　P Q ��のとき　 P，Q,  �S

���　����>�@�から

　　　　　 Q-  ' �
�S

� �FRV[ (� FRV�[
�


���……� (Q FRVQ[ G[

　　��　　　��� ' �
�S

� 
���FRV [ � �FRV �[ �…… �� Q �FRV Q[ G[

　ここで，����>�@�から，N�が自然数のとき　　' �
�S

�FRV N[G[ S

　よって　　 Q-  S��S��……��QS ������……� 
�Q S 
Q� 
�Q �

�
S

４

S　���　
S

�
　　���　ORJ ��VLQ[ FRV[ �&　� 
&�は積分定数

　　　���　, 
�

��
S�

�

��
ORJ�，- 

S

��
�
�

��
ORJ�

 解説

���　�,�- ' �
S
� ��VLQ[ FRV[

��VLQ[ FRV[
G[ ' �

S
�

G[ 
�

S
�

� �[  
S

�

���　'
��FRV[ VLQ[

��VLQ[ FRV[
G[ '

� 
��VLQ[ FRV[ �

��VLQ[ FRV[
G[

　　　　　　　　　　�� ORJ ��VLQ[ FRV[ �&　� 
&�は積分定数

���　����から　　�-�, ' �
S
� ��FRV[ VLQ[

��VLQ[ FRV[
G[ 

�

S
�

� �ORJ ��VLQ[ FRV[  ORJ�
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　�,�- 
S

�
，�-�, ORJ� �から　　, 

�

��
S�

�

��
ORJ�，- 

S

��
�
�

��
ORJ�

５

S　���　略　　���　
S

�
ORJ�

 解説

[ �� �S

W S� ��

���　[ S�W�とおくと　　G[ �GW

　[�と�W�の対応は右のようになる。

　証明する等式の左辺を�,�とすると

　　　, ' �
S

[I� 
VLQ[ G[ ' S

�

･� 
�S W I� 
VLQ � 
�S W � 
�� GW

　　　�� ' �
S

� 
�S W I� 
VLQ W GW S' �
S

I� 
VLQ W GW�' �
S

WI� 
VLQ W GW

　　　�� S' �
S

I� 
VLQ[ G[�' �
S

[I� 
VLQ[ G[ S' �
S

I� 
VLQ[ G[�,

　よって　　, 
S

� ' �
S

I� 
VLQ[ G[

���　- ' �
S [VLQ[

�� �VLQ [
G[�とすると，����から

　　　- 
S

� ' �
S VLQ[

�� �VLQ [
G[ 

S

� ' �
S VLQ[

�� �FRV [
G[

[ �� ���S

X �� ���

　FRV[ X�とおくと　　�VLQ[G[ GX

　[�と�X�の対応は右のようになる。

　よって　　- 
S

� ' �
�� ��

�� �X
GX 

S

� '��
� �

�� �X
GX

　　　　　　�� S' �
� �

�� �X
GX 

S

� ' �
�

� ��
�

�� X

�

�� X
GX

　　　　　　�� 
S

� �

�

� ��ORJ � 
�� X ORJ � 
�� X  
S

�
ORJ�

６

S　���　 Q,  
�Q

�Q � �Q �, ����Q 
�� 　　���　 Q,  
･･� Q� �Q ��

� 
�Q � �

 解説

���　Q���のとき

　　　　 Q,  '��
�

� �
�

� 
�[ �

�

� Q
� 
�[ � G[

　　　　　 
��

�

� �
�

� 
�[ �

�
Q

� 
�[ � �'��
�

･
�

� 
�[ �

�
Q �Q �

� 
�[ � G[

　　　　　 ��
Q

� '��
�

�
� 
�[ � �Q �

� 
�[ � G[ �
Q

� '��
�

�
� 
�[ � � ��� 
�[ � � �Q �

� 
�[ � G[

　　　　　 �
Q

� '��
�

�
� 
�[ � Q

� 
�[ � G[�
�

�
Q'��

�
�

� 
�[ � �Q �
� 
�[ � G[

　　　　　 �
Q

�
Q, �
�

�
�Q �Q,

　よって　　
�Q �

� Q,  
�

� �Q �Q,

　Q��!��であるから　　 Q,  
�Q

�Q � �Q �, ���Q 
��

���　 Q,  
�Q

�Q �
�Q �,  

�Q

�Q �
･
�� 
�Q �

�� 
�Q � �
�Q �,

　　　 
�Q

�Q �
･
�� 
�Q �

�Q �
･
�� 
�Q �

�Q �
･……･

･� �

�
�,

　　　 
Q� � �･･･Q� 
�Q � � 
�Q � …… � �

･･� 
�Q � � 
�Q � � 
�Q � …… �
�,  

･
Q� Q����

� 
�Q � �
�,

　ここで　　 �,  '��
�

�
� 
�[ � G[ 

��

�

� �
�

� 
�[ �

�
 

��

�

　よって　　 Q,  
･

Q� Q����

� 
�Q � �
･

��

�
 

･･� Q� �Q ��

� 
�Q � �

７

S　���　順に��
�P �

� 
�E D

�P �
，�

�
� 
�E D

�
　　���　, � 
P，Q  �

Q

�P �
,��P��，Q 
��

　　　���　�
��

� 
�E D

����

 解説

���　, � 
P，�  ' D

E
P

� 
�[ D G[ 
D

E

� �
�P �

� 
�[ D

�P �
 

�P �
� 
�E D

�P �

　　, � 
�，�  ' D

E

� 
�[ D � 
�[ E G[ ' D

E

� �
�

� 
�[ D

�

�
� 
�[ E G[

　　　　　� 
D

E

� �･
�

� 
�[ D

� � 
�[ E �' D

E �
� 
�[ D

�
G[ �

D

E

� �
�

� 
�[ D

�
 �

�
� 
�E D

�

���　, � 
P，Q  ' D

E
P

� 
�[ D Q
� 
�[ E G[ ' D

E

� �
�P �

� 
�[ D

�P �

� Q
� 
�[ E G[

　　　　　　 
D

E

� �･
�P �

� 
�[ D

�P �
Q

� 
�[ E �
Q

�P � ' D

E
�P �

� 
�[ D �Q �
� 
�[ E G[

　　　　　　 �
Q

�P �
, � 
��P �，Q �

���　, � 
�，�  �
�

�
, � 
�，�  �

�

�
･� ��

�

�
, � 
�，�  

･� �

･� �
･� ��

�

�
, � 
�，�

　　　　　� �
･･� � �

･･� � �
･� ��

�

�
, � 
�，�  

･･･� � � �

･･･� � � �
･� ��

�

��
, � 
��，�

　　　　　� �
････� � � � �

････� � � � ��
･

��
� 
�E D

��
 �

��
� 
�E D

����

８

S　���　��D�H　　���　D 
( �
�H

 解説

[�

�\

�2

\ [[H

\ D[

ORJD

���　\ [[H ，\ D[ �から�\�を消去すると　　 [[H  D[

　すなわち　[�
[H 
�D  �

　よって　　[ �，ORJD

　ゆえに，\ I � 
[ �と�\ J � 
[ �のグラフが���[���の

　範囲で交点をもつための条件は　　��ORJD��

　すなわち　　��D�H

���　I � 
[ �J � 
[  
[[H �D[ [�

[H 
�D

　>�@　��D���のとき

　　��[���において　　I � 
[ �J � 
[ ��

　　よって　　K � 
D  ' �
�

� ��I � 
[ J � 
[ G[ ' �
�

[[H G[�' �
�

D[G[

　　　　　　　　　 ' �
�

[� 

[H �G[�' �

�

D[G[ 
�

�

� �
[[H �' �

�
[H G[�

�

�

� �
D

�
�[

　　　　　　　　　 
�

�

� �
[[H �

�

�

� �
[H �

�

�

� �
D

�
�[  

�

�

� ��� 
�[ � [H
D

�
�[  �

D

�
��

　　よって，��D���のとき，K � 
D �は�D � �で最小値をとる。

　>�@　��D�H�のとき

　　����から，\ I � 
[ �と�\ J � 
[ �のグラフは���[���の範囲で交点をもち，交点の�

　　[�座標は　　ORJD

　　よって　　K � 
D  ' �
ORJ D

� 
�D[ [[H G[�' ORJ D
�

� 
�[[H D[ G[

　　　　　　 
�

ORJ D

� ���� 
�[ � [H
D

�
�[ �

ORJ D

�

� ��� 
�[ � [H
D

�
�[

　　　　　　 ���ORJD 
�� D�
D

�
�

� 
ORJD ��� �� ����
D

� � 
�ORJD � D
D

�
�

� 
ORJD

　　　　　　 D �
� 
ORJD ��DORJD�

�

�
D��

　　　　　　　K � � 
D  �
�

� 
ORJD ��D･� 
�ORJD ･
�

D
��� ��ORJD D･

�

D
�
�

�
 �

� 
ORJD �
�

�

　　K � � 
D  � �とすると　　 �
� 
ORJD  

�

�
　　　　すなわち　　ORJD �

(�
�

　　��D�H�から　　D 
( �
�H

D � … ( �
�H

… H

K � � 
D � � �

K � 
D � 極小 �

　　��D�H�における�K � 
D �の増減表は右のように

　　なる。

　　よって，��D�H�のとき，K � 
D �は�D 
( �
�H で

　　最小値をとる。

　>�@　H�D �のとき

　　��[���において　　I � 
[ �J � 
[ ��

　　よって　　K � 
D  �' �
�

� ��I � 
[ J � 
[ G[ 
D

�
��

　　ゆえに，H�D �のとき，K � 
D �は�D H �で最小値をとる。

　>�@�～�>�@�から，K � 
D �は�D 
( �
�H �で最小値をとる。

　よって，求める�D�の値は　　D 
( �
�H

９

S　���　U 
�

�� FRVK
　　���　

�

S

 解説

[�

�\

�2 [

\

U
� )

$K

���　[ UVLQK，　\ ��UFRVK

　これを�\ 
�

�
�[ �に代入すると

　　　　��UFRVK 
�

�
�U �VLQ K

　　　� 

�VLQ K �U �� 
�FRVK U�� �

　　　�� 
� �FRV K �U �� 
�FRVK U�� �

　　�� 
�FRVK �� 
�FRVK �U �� 
�FRVK U�� �

　　　��� 
�FRVK U ��� ��� 
�FRVK U ���  �
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　U!��であるから　　U 
�

�� FRVK

���　
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

& N)$  
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

&
�

�� FRV
NS

�Q

 ' �
� �

�� FRV
S

�
[

G[

　　　　　　　　�� ' �
� �

� �FRV
S

�
[

G[ ' �
� G[

�FRV
S

�
[

　　　　　　　　�� 
�

�

� �
�

S
WDQ

S

�
[  

�

S

10

S　���　
�� �(�
�

S　　���　�

 解説

$ %

&

'(

)

�
(�

(�
�

�

���　右の図の正六角形について

　　　$% �，$& (�，$' �，$( (�，$) �

　また，正六角形の���つの外角の大きさは�
S

�
�である。

　よって　　/ � 
�  
S

� ���(� ���(� 
��

　　　　　　　　 
�� �(�
�

S

�$ �$

�$

�$

Q$

�S

Q

���　右の図の正�Q�角形� �$ �$ �……� Q$ �について

　　　　 �$ N$  �VLQ
�N �

Q
S　�N �，�，……，Q�

　また，正�Q�角形の���つの外角の大きさは�
�S

Q
�である。

　VLQS ��であるから

　　　　　　/ � 
Q  
�S

Q  N �

Q

& �VLQ
�N �

Q
S

　　　　　　　　� 
�S

Q  N �

�Q �

& VLQ
N

Q
S 

�S

Q  N �

Q

& VLQ
N

Q
S

　よって　　
�Q 

OLP/ � 
Q  

�Q 

OLP

�S

Q  N �

Q

& VLQ
N

Q
S �S' �

�

VLQS[G[ �
�

�

� ��FRVS[  �

11

S　���　略　　���　
�

�D �

 解説

���　I � 
[  ORJ � 
�� [ �[�
�[

�
�とおくと　I � � 
[  

�

�� [
���[ 

�[

�� [

　[���であるから　I � � 
[ ��

　よって，I � 
[ �は単調に増加する。

　ゆえに，[���のとき　I � 
[ �I � 
�  �

　したがって　ORJ � 
�� [ �[�
�[

�

　また，J � 
[  [�ORJ � 
�� [ �とおくと　J � � 
[  ��
�

�� [
 

[

�� [

　[���であるから　J � � 
[ ��

　よって，J � 
[ �は単調に増加する。

　ゆえに，[���のとき　J � 
[ �J � 
�  �

　したがって　[�ORJ � 
�� [

　以上から　[�
�[

�
�ORJ � 
�� [ �[

���　� � N �

Q

& ORJ � 
��D �Q DN ��D 
�� QORJQ 
 N �

Q

& ORJ � 
��D �Q DN �
 N �

Q

& ORJ
�D �Q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　� 
 N �

Q

& ORJ
��D �Q DN
�D �Q

 
 N �

Q

& ORJ� ���
�

Q

D

� �
N

Q

　����において，[ 
�

Q

D

� �
N

Q
　�N �，�，……，Q��として辺々を加えると

　　�
 N �

Q

& � ��
�

Q

D

� �
N

Q
･
�

�

�
�Q

�D

� �
N

Q
�

 N �

Q

& ORJ� ���
�

Q

D

� �
N

Q
�

 N �

Q

&
�

Q

D

� �
N

Q

　したがって　
�

Q  N �

Q

&
D

� �
N

Q
�
�

�Q
･
�

Q  N �

Q

&
�D

� �
N

Q
�

 N �

Q

& ORJ � ���
�

Q

D

� �
N

Q
�
�

Q  N �

Q

&
D

� �
N

Q

　ここで　
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

&
D

� �
N

Q
 ' �

�
D[ G[ 

�

�D �
，

�Q 

OLP ･

�

�Q

�

Q  N �

Q

&
�D

� �
N

Q
 ��' �

�
�D[ G[ �

　よって　
�Q 

OLP

 N �

Q

& ORJ� ���
�

Q

D

� �
N

Q
 

�

�D �

　したがって，求める極限は　
�Q 

OLP � ��� � N �

Q

& ORJ � 
��D �Q DN � 
�D � QORJQ  
�

�D �

12

S　���　略　　���　H　　���　
�Q 

OLP

�
Q

� �
NQD

QD
 �� NH

 解説

���　Q���のとき

　　　　　 QD  
Q�

QQ
 

Q

Q
･
�Q �

Q
･
�Q �

Q
･……･

�

Q
･
�

Q
��･�･�･……･�･

�

Q
 
�

Q

　よって，�� QD �
�

Q
�であり，

�Q 

OLP

�

Q
 ��であるから，はさみうちの原理により

　　　　　
�Q 

OLP QD  �

���　
QD

�Q �D
 

Q�
QQ
�

�Q �
� 
�Q �

� 
�Q � �
 

Q

� �
�Q �

Q
 

Q

� ���
�

Q

　よって　　
�Q 

OLP

QD

�Q �D
 

�Q 

OLP

Q

� ���
�

Q
 H

���　ORJ
�
Q

� �
NQD

QD
 
�

Q
ORJ

NQD

QD
 
�

Q
ORJ� ��� 
NQ �

NQ
� 
NQ

QQ

Q�

　　　　　　　�� 
�

Q
ORJ� ��

････NQ � 
�NQ � …… � 
�Q � Q�

･
NQN NQQ

QQ

Q�

　　　　　　　�� 
�

Q
ORJ� �

･･･� 
�Q � � 
�Q � …… NQ

･
NQN � ��N � QQ

　　　　　　　�� 
�

Q
ORJ� �･･･�

�
NQN

�Q �

Q

�Q �

Q
……

NQ

Q

　　　　　　　�� 
�

Q
ORJ� ��

�
NQN � ���

�

Q � ���
�

Q
……� ��� � 
�N � Q

Q

　　　　　　　�� 
�

Q �ORJ
�
NQN ��

 O �

� ��N � Q

& ORJ� ���
O

Q
 �NORJN�

�

Q  O �

� ��N � Q

& ORJ� ���
O

Q

　
�Q 

OLP � �

�

Q  O �

� ��N � Q

& ORJ� ���
O

Q
 ' �

�N �

ORJ � 
�� [ G[�であるから

　　　　　
�Q 

OLP ORJ

�
Q

� �
NQD

QD
 �NORJN�' �

�N �

ORJ � 
�� [ G[

　　　　　　　　　　　　�� �NORJN�
�

�N �

� ��� 
�� [ ORJ � 
�� [ [

　　　　　　　　　　　　�� �NORJN�NORJN�N�� ��N

　よって　　
�Q 

OLP

�
Q

� �
NQD

QD
 �� NH
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S　���　略　　���　略

 解説

���　I � 
W  
WH ��� 
�W �とおくと　　I � � 
W  

WH ��

　W���のとき�I � � 
W ���であるから，I � 
W �は単調に増加する。

　また，I � 
�  ��であるから　　I � 
W ��

　よって，W���のとき　　 WH ���W

　すべての実数�[�に対して， �[ ���であるから　　
�[H ��� �[ !�

　したがって　　 � �[H �
�

�� �[

���　��[���において，[� �[ �であるから　　 �[H � � �[H

　ゆえに，��[���のとき，����から

　　　　　　 �[H � � �[H �
�

�� �[
　……�①

　��[���において，①�の等号は常には成り立たないから

　　　　　　' �
�
�[H G[�' �

�
� �[H G[�' �

� �

�� �[
G[

　ここで　　' �
�
�[H G[ 

�

�

� �� �[H  �
�

H
�� 

�H �

H

[ �� ����

K �� ��
S

�

　[ WDQK �とおくと　　G[ 
�
�FRV K

GK

　したがって

　　　' �
� �

�� �[
G[ ' �

S
�

･
�

�� �WDQ K

�
�FRV K

GK ' �
S
�

GK 
S

�

　ゆえに　　
�H �

H
�' �

�
� �[H G[�

S

�
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S　���

 解説

 Q �

�����

&
�

(Q
 ��

�

(�
�
�

(�
�……�

�

(�����
�は，次の図の斜線部分の面積の和に等しい。
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&
�
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 ����

�

���
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&
�

(Q
����

したがって，
 Q �

�����

&
�

(Q
�の整数部分は　　���
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S　���　
S

�
　　���　略　　���　

S

�

 解説

[ � � �

K � �
S

�

���　[ WDQK �とおくと　　G[ 
�
�FRV K

GK

　よって　　' �
� �

�� �[
G[ ' �

S
�

･
�

�� �WDQ K

�
�FRV K

GK

　　　　　　　　　　　� ' �
S
�

･
�FRV K

�
�FRV K
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S
�
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�
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�

� �K  
S

�

���　
 Q �

�N �

&
�Q �

� 
� �[  
�� �N �
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� �[

�� � 
� �[
 
�� �N �
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�� �[
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�� � ��� �N �
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� �[

�� �[
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� 
� �[

�� �[
 

�N �
� 
�� ��N �[

�� �[

　 �[ ���であるから　　�� �[ ��　　　　よって　��
�

�� �[
��

　 ��N �[  �N �
� 

�[ ���であるから　　��

��N �[

�� �[
� ��N �[

　N�が偶数のとき， �N �
� 
��  ���であるから　　� ��N �[ �

�N �
� 
�� ��N �[

�� �[
��

　N�が奇数のとき， �N �
� 
��  ��であるから　　��

�N �
� 
�� ��N �[

�� �[
� ��N �[

　よって　　� ��N �[ �
�N �

� 
�� ��N �[

�� �[
� ��N �[

　ゆえに　　� ��N �[ �
�

�� �[
�

 Q �

�N �

&
�Q �

� 
� �[ � ��N �[

���　����の不等式は���[���においても成り立ち，等号は常には成り立たないから

　　　　　　' �
�

� 
� ��N �[ G[�' �
�

� ��
�

�� �[  Q �

�N �

&
�Q �

� 
� �[ G[�' �
�

��N �[ G[

　ここで　　' �
�

��N �[ G[ 
�

�

� �
��N �[

��N �
 

�

��N �

　����より　　' �
�

� ��
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�� �[  Q �

�N �

&
�Q �
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�
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�Q �
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�
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�
�
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�

�
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S

�
，
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�

�
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S

�
�であるから，はさみうちの原理により
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&
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��Q �
 
�N 
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 Q �

�N �

&
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V　 �Q �
� 
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 解説
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[  
��[� 
�� [ ･� 
�� �[ �
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　ゆえに　　
�[ ��
OLP I � � 
[  

�[ ��
OLP I � � 
[  I � � 
�

　したがって，I � � 
[ �は�[ ��で連続である。

���　'��
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[ G[ '��
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�� [
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� ��� ���
�
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 解説
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S
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�
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S
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 解説
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�
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�
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�
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�WDQ
K

�
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� �� �[
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 解説
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[
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 解説
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���D E F G �W � 
����D E �F G W D E F G
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　したがって　　' �
S
� �

�FRV [
G[ (�

�
�
�

�
ORJ � 
�(� �

９

S　���　[ S�で最大値�S��，[ �S�で最小値���S��

　　　���　[�[VLQ[��FRV[�& ���&�は積分定数�　　���　�S��

 解説

���　I � � 
[  FRV[��FRV[ 
�[VLQ[  [VLQ[

　I � � 
[  ��とすると　　[ �，S，�S

[ � … S … �S

I � � 
[ � � � � �

I � 
[ � � �S � � ���S �

　よって，I � 
[ �の増減表は右のようになる。

　したがって，I � 
[ �は�[ S�で最大値�S���

　をとり，[ �S�で最小値���S���をとる。

���　' I � 
[ G[ ' � 
��� VLQ[ [FRV[ G[

　　　　　　 [�FRV[�' [� 
VLQ[ �G[

　　　　　　 [�FRV[��[VLQ[ 
�' VLQ[G[
　　　　　　 [�FRV[��[VLQ[ 
�FRV[ �&

　　　　　　 [�[VLQ[��FRV[�& ���� 
&�は積分定数

���　����の増減表から，I � 
[  ��を満たす実数�[�は，S�[��S�の範囲にただ���つ存在す

　る。

　ここで，I� �
�

�
S  ��であるから，����より

　　　　　' �
�S

I � 
[ G[ ' �
�
�
S

I � 
[ G[�' �
�
S

�S

I � 
[ G[

　　　　　　　　　　 
�

�
�
S

� ���[ [VLQ[ �FRV[ �
�
�
S

�S

� ���[ [VLQ[ �FRV[  �S��

10

S　���　D �，S ��　　���　���ORJ�

 解説

���　I � � 
[  
�� �[H � 
�[H D ･

�[H [H
�

� 
�[H D
 

�[H � 
�[H �D
�

� 
�[H D

　I � � 
[  ��とすると， �[H !��であるから　　 [H ��D �

　D!��のとき　　[ ORJ�D

[ … ORJD … ORJ�D …

I � � 
[ � � � �

I � 
[ � � 極小 �

　I � 
[ �の増減表は次のようになる。

　よって，I � 
[ �は�[ ORJ�D �のとき極小値をとるから　　ORJ�D ORJ�

　したがって　　D �

　このとき，極小値は　S 
�ORJ �H

�ORJ �H �
 

��

�� �
 ��

[ �� ORJ�

W ��� ���

���　����の結果により�' �
ORJ � �[H

�[H �
G[�の値を求めればよい。

　 [H �� W�とおくと　　 [H G[ GW，G[ 
GW

�W �

　[�と�W�の対応は右のようになる。

　よって　　' �
ORJ � �[H

�[H �
G[ '��

��

･
�

� 
�W �

W

GW

�W �

　　　　　　　　　　　　�� '��
��

� ���
�

W
GW 

��

��

� ��W �ORJ W

　　　　　　　　　　　　�� ���� 
�� ���ORJ �� 
�ORJ ��  ���ORJ�

11

S　�
S

� ��
�

�
ORJ� D

 解説

[ DWDQ\ ����
S

�
�\ ��

S

�
，\ I � 
[ ��……�①�とする。

[ DWDQ\ �の両辺を�[�で微分して　　� 
D
�FRV \

･
G\

G[

ゆえに　　
G\

G[
 

�FRV \

D
 

�

D� 
�� �WDQ \
 

D

��D �[

①�で�[ D�とおくと　　D DWDQ\，\ I � 
D

D DWDQ\ �から　　WDQ\ �　　　�
S

�
�\�

S

�
�であるから　　\ I � 
D  

S

�
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したがって　��' �
D

I � 
[ G[ ' �
D

� 
[ �I � 
[ G[ 
�

D

� �[I � 
[ �' �
D

[I � � 
[ G[

　　　　　　　　　　���� DI � 
D �' �
D D[

��[ �D
G[ D･

S

�
�

D

� ' �
D � 
��[ �D �

��[ �D
G[

　　　　　　　　　　　 
S

�
D�

D

� �

D

� �ORJ � 
��[ �D  
S

�
D�

D

� �ORJ�
�D 
�ORJ �D

　　　　　　　　　　���� �
S

� ��
�

�
ORJ� D

12

S　$ 
�

��D �
�� 
� �DSH ，% 

D

��D �
�� 
� �DSH

 解説

　　$ ' �
S

� �
�D[H

�D

�
VLQ�[G[

　　��� 
�

S

� �
�D[H

�D
VLQ�[ �' �

S

･
�D[H

�D
�FRV�[G[ 

�

D
%　……�①

　　% ' �
S

� �
�D[H

�D

�
FRV�[G[

　　��� 
�

S

� �
�D[H

�D
FRV�[ �' �

S �D[H

�D � 
��VLQ�[ G[

　　��� 
�

D �� 
� �DSH �
�

D
$　……�②

①�から　　% 
D

�
$　　　　これを�②�に代入して　　

D

�
$ 

�

D �� 
� �DSH �
�

D
$

したがって　　$ 
�

��D �
�� 
� �DSH ，% 

D

��D �
�� 
� �DSH

T　� 

�D[H VLQ�[ � � �D[DH VLQ�[�� �D[H FRV�[

　　　� 

�D[H FRV�[ � � �D[DH FRV�[�� �D[H VLQ�[ �であるから

　　　　　　
�

S

� �
�D[H VLQ�[  �D$��%，

�

S

� �
�D[H FRV�[  �D%��$

　よって　　�D$��% �，�D%��$ �DSH ��

　この���式を連立して解くと　　$ 
�

��D �
�� 
� �DSH ，% 

D

��D �
�� 
� �DSH

13

S　���　�ア�　�　　�イ�　�　　�ウ�　�　　�エ�　�　　�オ�　�　　�カ�　�　　�キ�　�

　　　　　�ク�　�　　�ケ�　��　　�コ�　�　　�サ�　�　　�シ�　�　　�ス�　�

　　　���　�セ�　�　　�ソ�　�　　�タ�　�　　�チ�　�　　�ツ�　�　　�テ�　�

 解説

���　� 

��[H FRV�[ � �ア� ��[H FRV�[�イ� ��[H VLQ�[

　　� 

��[H VLQ�[ � �ウ� ��[H VLQ�[�エ� ��[H FRV�[

　したがって

　　　' � 

��[H FRV�[ �G[ ��'

��[H FRV�[G[��'
��[H VLQ�[G[

　すなわち　　 ��[H FRV�[� �&  �
オ�,�カ�-　……�①

　　　' � 

��[H VLQ�[ �G[ ��'

��[H VLQ�[G[��'
��[H FRV�[G[

　すなわち　　 ��[H VLQ�[� �&  
キ�,�ク�-　……�②

　②���①���を計算して，整理すると

　　　　　　　, �
��[H

ケ��
�
コ�FRV�[ 
�サ�VLQ�[ � �&

　①���②���を計算して，整理すると

　　　　　　　- �
��[H

�� � 

シ ��FRV�[ ス�VLQ�[ � �&

���　����から　　' �
QS

��[H FRV�[G[ 
�

QS

� ��
��[H

�� � 
��FRV�[ �VLQ�[

　　　　　　　　　　　　　　　 �
��QSH

�� ��FRV�QS 
��VLQ�QS �
�

��

　FRV�QS Q
� 
�� ，VLQ�QS � �であるから

　　　' �
QS

��[H FRV�[G[ �
��QSH

��
･�

Q
� 
�� �

�

��
 

セ�

�� �
ソ� �� Q

� 
�� ��QSH

　同様に，����から

　　　' �
QS

��[H VLQ�[G[ 
�

QS

� ��
��[H

�� � 
��FRV�[ �VLQ�[

　　　　　　　　　　��� �
��QSH

�� ��FRV�QS 
��VLQ�QS �
�

��

　　　　　　　　　　��� �
��QSH

��
･�

Q
� 
�� �

�

��
 

タ�

�� �
チ� �� Q

� 
�� ��QSH

　
�Q 

OLP Q

� 
�� ��QSH  
�Q 

OLP

Q
� 
��
�QSH
 � �であるから

　　　
�Q 

OLP ' �

QS
��[H FRV�[G[ 

ツ�

��
，　

�Q 

OLP ' �

QS
��[H VLQ�[G[ 

テ�

��

14

S　証明略，��
S

�

 解説

[ ���� �
S

�

W
S

�
� ���

S

�
�[ W �とおくと　　�G[ GW

よって　　' �
S
�

I� ��
S

�
[ G[ �' S

�

�

I � 
W GW ' �
S
�

I � 
W GW

　　　　　　　　　　　　 ' �
S
�

I� 
[ G[

, ' �
S
� VLQ�[

�VLQ[ FRV[
G[ �とおく。

前半の結果から　　, ' �
S
�

VLQ�� ��
S

�
[

�VLQ� ��
S

�
[ FRV� ��

S

�
[

G[ ' �
S
�
VLQ� ��

�

�
S �[

�FRV[ VLQ[
G[

　　　　　　　　　� ' �
S
� �FRV�[

�VLQ[ FRV[
G[

ゆえに 　�, ,�, ' �
S
� VLQ�[

�VLQ[ FRV[
G[�' �

S
� �FRV�[

�VLQ[ FRV[
G[

　　　　　��� ' �
S
� �VLQ�[ FRV�[

�VLQ[ FRV[
G[　……�①

ここで　　VLQ�[�FRV�[

　　　��� ��VLQ[ 
�� �VLQ [ ���
�FRV [ 
��FRV[  ��VLQ[ 
�FRV[ ���

�VLQ [ 
� �FRV [

　　　��� ��VLQ[ 
�FRV[ ��� 
�VLQ[ FRV[ �
�VLQ [�VLQ[FRV[ 
� �FRV [

��　　　� ��VLQ[ 
�FRV[ ��� 
�VLQ[ FRV[ �� 
�VLQ[FRV[

　　　��� �VLQ[ 
�FRV[ ��VLQ[FRV[ 
��

よって，①�から　　�, ' �
S
�

� 
��VLQ[FRV[ � G[ ' �
S
�

� 
��VLQ�[ � G[

　　���　　　　　　　� 
�

S
�

� ���FRV�[ [  �� ��
S

�
�� 
��  ��

S

�

ゆえに　　　, ��
S

�
　　　　すなわち　' �

S
� VLQ�[

�VLQ[ FRV[
G[ ��

S

�

15

S　���　略　　���　
S

�
ORJ�

 解説

���　  W �
S

�
[�とおくと

　　　　　  , ' S
�

�

� ��
S

�
W � ��

FRVW

�� VLQW

VLQ W

�� FRVW
･� 
�� �� GW

 �
S

� ' �
S
�

� ��
VLQ W

�� FRV W

FRVW

�� VLQW
GW ,

　ゆえに　  ,
S

� ' �
S
�

� ��
VLQ[

�� FRV[

FRV[

�� VLQ[
G[

���　����から　  ,  
S

� �

S
�

� ���ORJ � 
� �� FRV[ � ORJ � 
� �� VLQ[ �
S

� � 
� �ORJ� ORJ��

 
S

�
ORJ�

16

S　���　I � 
[  
[H �
�

�
　　���　J � 
[  

[H �
�� ( ��� � �H

�

 解説

���　' �
�

WI � 
W GW $�とおくと　　I � 
[  
[H �$

　よって　　$ ' �
�

WI � 
W GW ' �
�

W� 
�WH $ GW ' �
�

W� 
�WH $W �GW

　　　　　　　 
�

�

� �W� 
�WH $W �' �
�

� 
�WH $W GW H�$�
�

�

� ��WH
�

�
�$W

　　　　　　　 �
�

�
$��

　したがって，$ �
�

�
$���であるから　　$ 

�

�

　ゆえに　　I � 
[  
[H �
�

�

���　' �
�

W �
� �J � 
W GW %��� 
�� �とおくと　　J � 
[  

[H �%

　よって　　% ' �
�

W �
� �J � 
W GW ' �

�

W �
� 
�WH % GW ' �

�

� 
���WWH � W%WH �% W GW
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　　　　　　　 ' �
�

�WWH GW��%' �
�

WWH GW� �% ' �
�

WGW

　ここで　　' �
�

�WWH GW ' �
�

W� �
�

�
�WH
�
GW 

�

�

� �
�

�
�WWH �

�

� ' �
�
�WH GW

　　　　　　　　　�� 
�

�
�H �
�

� �

�

� �
�

�
�WH  

�

�
�H �
�

�

　　　　　　' �
�

WWH GW ' �
�

W� 

WH �GW 

�

�

� �
WWH �' �

�
WH GW H�

�

�

� �
WH  �

　　　　　　' �
�

WGW 
�

�

� �
�

�
�W  

�

�

　したがって　　% 
�

�
�H �
�

�
��%�

�

�
�%

　整理すると　　� �% ���%� �H �� �

　これを解くと　　% 
�� ( ��� � �H

�

　H���より，���� �H !����･
��  ��!��であるから，これらはともに実数である。

　また，( ��� � �H �(��  ��より　　
�� ( ��� � �H

�
!�

　ゆえに　　J � 
[  
[H �

�� ( ��� � �H

�

17

S　���　�　　���　I � � 
[  
�[ �I � 
[ 　　���　� �

[H I � 
[ � 
[H �[

　　　���　I � 
[  
�[ ��[���

�
[H

 解説

���　I � 
�  
�

�
･
�� �' �

�

� 
�� W I � � 
W GW �

���　I � 
[  
�

�
�[ �' �

[

� 
�[ W I � � 
W GW 
�

�
�[ �[' �

[

I � � 
W GW�' �
[

WI � � 
W GW

　よって　　I � � 
[  
�[ ��' �

[

I � � 
W GW ��[I � � 
[ �[I � � 
[

　　　　　　　　� �[ �
�

[

� �I � 
W  �[ ��I � 
[ ��I � 
�  
�[ ��I � 
[ ���  �[ �I � 
[

���　����から　　� �
[H I � 
[ � 

[H I � 
[ �
[H I � � 
[  

[H I � 
[ �
[H �

�[ ��I � 
[  [H �[

���　����から　　 [H I � 
[  '
[H �[ G[ [H �[ ��'

[H [G[

　　　　　　　　　　� [H �[ ���
[H [ 
�'

[H G[  [H �[ ���
[H [ 
� [H �&

　　　　　　　　　　� [H �
�[ ��[ 
�� �&　� 
&�は積分定数

　すなわち　　 [H I � 
[  
[H �

�[ ��[ 
�� �&

　任意の実数�[�に対して， [H !��であるから　　I � 
[  
�[ ��[���

&
[H

　����より，I � 
�  ��であるから　　� ��&　　　　よって　& ��

　したがって　　I � 
[  
�[ ��[���

�
[H

18

S　���　I � 
�  �，I � � 
�  �　　���　I � � 
[  �
�[[H 　　���　I � 
[  ���[ 
�� �[H ��

 解説

���　I � 
�  ��' �
�

WH I � 
W GW �

　I � 
[  
�[ �[H � �[H ' �

[
WH I � 
W GW��……�①�から

　　　　　　I � � 
[  �
�[[H � �[ �[H � �[H ' �

[
WH I � 
W GW�

�[H [H I � 
[

　よって　　I � � 
�  I � 
�  �

���　①�より� �[H ' �
[

WH I � 
W GW I � 
[ �
�[ �[H �であるから

　　　　　　I � � 
[  �
�[[H � �[ �[H ��I � 
[ �� �[ �[H �I � 
[  �

�[[H

���　����から　　I � 
[  �'
�[[H G[ ���

�[[H 
�'
�[H G[

　　　　　　　　　� ��� 
�[ � �[H �&　� 
&�は積分定数

　����より�I � 
�  ��であるから　& �　　　したがって　I � 
[  ��� 
�[ � �[H ��
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S　���　略　　���　
�
�H

 解説

���　I � 
[  
[

Q
�ORJ� ���

[

Q
�とおく。

　　　　I � � 
[  
�

Q
�
�

Q
･
�

��
[

Q

 
[

Q� 
�Q [

　��[���のとき�I � � 
[ ���より�I � 
[ �は単調に増加し，I � 
�  ��であるから　I � 
[ ��

　よって　　ORJ� ���
[

Q
�

[

Q
　……�①

　また，J � 
[  ORJ � ���
[

Q
�

[

�Q �
�とおくと

　　　　J � � 
[  
�

Q
･
�

��
[

Q

�
�

�Q �
 

�� [

� 
�Q [ � 
�Q �

　��[���のとき�J � � 
[ ���より�J � 
[ �は単調に増加し，J � 
�  ��であるから　J � 
[ ��

　よって　　
[

�Q �
�ORJ� ���

[

Q
　……�②

　①，②�から　　
[

�Q �
�ORJ� ���

[

Q
�

[

Q

���　与えられた� QD �の式について，両辺の自然対数をとると

　　　　ORJ QD  ORJ� ���
��
�Q
�ORJ� ���

��
�Q
��……��ORJ� ���

�Q
�Q

　ここで，N �，�，……，Q�について

　　　　　　　��
�N
�Q
 ��

�

� �
N

Q

Q
，��

�

� �
N

Q
��

　であるから，����の不等式を利用して

　　　　　　　

�

� �
N

Q

�Q �
�ORJ� ���

�

� �
N

Q

Q
�

�

� �
N

Q

Q

　すなわち　　
�

�Q �

�

� �
N

Q
�ORJ� ���

�N
�Q
�
�

Q

�

� �
N

Q

　N �，�，……，Q�について辺々を加えると

　　　　　　
 N �

Q

&
�

�Q �

�

� �
N

Q
�ORJ QD �

 N �

Q

&
�

Q

�

� �
N

Q

　よって　　
�

�Q �  N �

Q

&
�

� �
N

Q
�ORJ QD �

�

Q  N �

Q

&
�

� �
N

Q

　ここで　　
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

&
�

� �
N

Q
 ' �

�
�[ G[ 

�

�

� �
�

�
�[  

�

�

　また　　　
�Q 

OLP

�

�Q �  N �

Q

&
�

� �
N

Q
 

�Q 

OLP

Q

�Q � � �
�

Q  N �

Q

&
�

� �
N

Q

　ここで，
�Q 

OLP

Q

�Q �
 

�Q 

OLP

�

��
�

Q

 �，
�Q 

OLP

�

Q  N �

Q

&
�

� �
N

Q
 
�

�
�であるから

　　　　　　
�Q 

OLP

�

�Q �  N �

Q

&
�

� �
N

Q
 

�Q 

OLP

Q

�Q �
･
�

Q  N �

Q

&
�

� �
N

Q
 ��

�

�
 
�

�

　よって，はさみうちの原理により　　
�Q 

OLP ORJ QD  

�

�

　したがって　　
�Q 

OLP QD   

�Q 

OLP

ORJ QDH
�
�H

20

S　���　略　　���　�

 解説

���　自然数�N�に対して，N�[�N���のとき　　ORJN�ORJ[�ORJ � 
�N �

　常に�ORJN ORJ[ �または�ORJ[ ORJ � 
�N � �ではないから，

　　　　　' N
�N �

ORJNG[�' N
�N �

ORJ[G[�' N
�N �

ORJ � 
�N � G[　　より

　　　　　　ORJN�' N
�N �

ORJ[G[�ORJ � 
�N � 　……�①

　①�の左側の不等式で，N �，�，�，……，Q�として辺々を加えると

　　　　　　
 N �

Q

& ORJN�' �
�Q �

ORJ[G[

　ここで　　
 N �

Q

& ORJN ORJ � 
･･･� � � �…… ･� Q  ORJ � 
Q�

　　　　　　' �
�Q �

ORJ[G[ 
�

�Q �

� ��[ORJ[ [  �Q 
�� ORJ � 
�Q � ��Q 
�� ��

　　　　　　　　���　　　 �Q 
�� ORJ � 
�Q � �Q

　よって　　ORJ � 
Q� ��Q 
�� ORJ � 
�Q � �Q　……�②

　①�の右側の不等式で，N �，�，�，……，Q���として辺々を加えると

　　　　　　' �
Q

ORJ[G[�
 N �

�Q �

& ORJ � 
�N �

　ここで　　' �
Q

ORJ[G[ QORJQ�Q��

　　　　　　
 N �

�Q �

& ORJ � 
�N �  ORJ � 
･･･� � � �…… ･� Q  ORJ � 
Q�

　よって　　QORJQ�Q���ORJ � 
Q� 　……�③

　②，③�から，Q���のとき

　　　　　　QORJQ�Q���ORJ � 
Q� ��Q 
�� ORJ � 
�Q � �Q　……�④

���　Q�が十分大きいとき，QORJQ�Q Q�ORJQ 
�� !��であるから，④�より

　　　　　　��
�

�QORJQ Q
�
ORJ � 
Q�

�QORJQ Q
�

�� 
�Q � ORJ � 
�Q � Q

�QORJQ Q
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　ここで　　
�Q 

OLP � ���

�

�QORJQ Q
 
�Q 

OLP � ���

�

Q� 
�ORJQ �
 ��� �

　また， QD  
�� 
�Q � ORJ � 
�Q � Q

�QORJQ Q
�とすると　　

　　　　 QD  

�･� ���
�

Q

�ORJQ ORJ� ���
�

Q

ORJQ

�

ORJQ

��
�

ORJQ

　　　　　 

�� ���
�

Q � ��� ･
�

ORJQ
ORJ� ���

�

Q

�

ORJQ

��
�

ORJQ

　ゆえに　　
�Q 

OLP QD  

�� 
�� � � 
�� � �

�� �
 �　　　よって　　

�Q 

OLP

ORJ � 
Q�

�QORJQ Q
 �

21

S　���　
S

�
� (�
�

　　���　略

 解説

[ � � (�
�

K � �
S

�

���　�' �
( �
� �[

( �� �[
G[ �において，[ VLQK �とおくと

　　　　　　�G[ FRVKGK

　よって　　' �
( �
� �[

( �� �[
G[  ' �

S
� �VLQ K

( �� �VLQ K
･FRVKGK

　　　　　 ' �
S
�

�VLQ KGK 
�

� ' �
S
�

� 
�� FRV�K GK 
�

� �

S
�

� ��K
�

�
VLQ�K  

S

�
� (�
�

���　Q���のとき，��[�
(�
�
�� 
�� ��において，�� Q[ � �[ �であるから

　　　　　　��
�[

( �� Q[
�

�[

( �� �[

　よって　　' �
( �
� �[

( �� Q[
G[ �' �

( �
� �[

( �� �[
G[  

S

�
� (�
�
�

S

�

22

S　略

 解説

　　　　　VLQ[�FRV[ (� VLQ� ��[
S

�

��[���のとき　　
S

�
�[�

S

�
���

S

�
　……�①

ここで，
S

�
���

S

�
�であるから　　

S

�
���

S

�
�
�

�
S

ゆえに，①�の範囲で　　
�

(�
�VLQ� ��[

S

�
��

よって　　��VLQ[�FRV[�(�

各辺を���乗すると　　�� �
� 
�VLQ[ FRV[ ��

ゆえに，��[���のとき　　 �[ �
�

� ��VLQ [ FRV[[ �[

等号は常には成り立たないから

　　　　　' �
�
�[ G[�' �

� �
� ��VLQ [ FRV[[ G[�' �

�

[G[

したがって　　 �

�
�' �

� �
� ��VLQ [ FRV [[ G[�

�

�

23

S　���　ORJ�　　���　略　　���　略

 解説

���　' �
�
� �

�� [
G[ 

�

�
�

� ��ORJ � 
�� [  �ORJ
�

�
 ORJ�

���　��[�
�

�
�のとき，

�

�� [
���であるから　　

Q[

�� [
�� Q[

　よって　　' �
�
� Q[

�� [
G[��' �

�
�

Q[ G[

　ここで　　�' �
�
�

Q[ G[ �
�

�
�

� �
�Q �[

�Q �
 

�

�Q �

�Q �

� �
�

�
 

�Q�

�Q �

　ゆえに，' �
�
� Q[

�� [
G[�

�Q�

�Q �
�が成り立つ。

���　
�

�� [
 

 N �

�Q �

&
N[ �

Q[

�� [
�の両辺を積分して

　　　　　　' �
�
� �

�� [
G[ ' �

�
�

 N �

�Q �

&
N[ G[�' �

�
� Q[

�� [
G[

　����から　　ORJ� 
 N �

�Q �

& ' �
�
�

N[ G[�' �
�
� Q[

�� [
G[

　ここで　　�右辺� 
 N �

�Q �

&
�

�N �

�N �

� �
�

�
�' �

�
� Q[

�� [
G[

　Q� �
�とすると，����より右辺の第���項は���に収束する。

　よって　　ORJ� 
 N �




&
�

�N �

�N �

� �
�

�
 

 Q �




&

�Q�

Q

１

S　���　 �D  �D  �D  E �

　　　���　ORJ [ �
�

[
�
�

� �[
�ORJ �� [ �& ���&�は積分定数�

　　　���　S ��のとき　ORJ [ �ORJ �� [ �&���&�は積分定数�，

　　　　　S���のとき　ORJ [ �
�

[
�
�

� �[
�
�

� �[
�……�

�

� 
�S � �S �[

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　����ORJ �� [ �& ���&�は積分定数�

 解説

���　
�

�[ � 
�� [
 

�D

[
�

�D
�[
�

�D
�[
�

E

�� [
�において，分母を払うと

　　　　　� �D
�[ �� 
�[ � �D [�� 
�[ � �D �� 
�[ � �E[

　　　��　　 �D
�[ � �D

�[ � �D [� �D
�[ � �D � �D [� �E[

　　　��　　 �E 
� �D
�[ �� �D 
� �D

�[ �� �D 
� �D [� �D

　よって　　E� �D  �D � �D  �D � �D  �， �D  �

　ゆえに　　 �D  �D  �D  E �

���　' I � 
[ G[ ' � ����
�

[

�
�[

�
�[

�

�� [
G[

　　　　　　 ORJ [ �
�

[
�
�

� �[
�ORJ �� [ �&　�&�は積分定数�

���　����より，一般の�S �，�，�，……�に対して

　　　　　
�

S[ � 
�� [
 
�

[
�
�
�[
�……�

�
S[
�

�

�� [
��……�①�

　と予想される。

　ここで　　
�

[
�
�
�[
�……�

�
S[
 

�

[ � ���
S

� �
�

[

��
�

[

 

��
�
S[

�[ �
 

�S[ �
S[ � 
�[ �

　よって，①�の右辺は　　
�S[ �

S[ � 
�[ �
�

�

�� [
 

��� S[ S[
S[ � 
�� [

 
�

S[ � 
�� [
 � 
左辺

　となり，①�は正しい。

　そこで，����と同様にして�①�を積分すると�　�&�は積分定数とする�

　　S ��のとき　　'
G[

[� 
�� [
 ORJ [ �ORJ �� [ �&

　　S���のとき　　'
G[

S[ � 
�� [
 ORJ [ �

�

[
�
�

� �[
�
�

� �[

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　�……�
�

� 
�S � �S �[
�ORJ �� [ �&

　U　①�は次のように数学的帰納法で証明してもよい。

　　>�@　S ��のとき

　　　　　　　
�

[� 
�� [
 

��� [ [

[� 
�� [
 
�

[
�

�

�� [

　　　よって，①�が成り立つ。

　　>�@　S N���N�は自然数��のとき

　　　①�が成り立つ，すなわち��
�

N[ � 
�� [
 
�

[
�
�
�[
�……�

�
N[
�

�

�� [
��と仮定する。

　　　S N���のときを考えると
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�

�N �[ � 
�� [
 
�

[ �
�

[
�
�
�[
�……�

�
N[ ��

�

�� [

　　　　　　　　　　　　� 
�
�[
�
�
�[
�……�

�
�N �[
�

�

[� 
�� [

　　　　　　　　　　　　� 
�

[
�
�
�[
�……�

�
�N �[
�

�

�� [

　　　よって，S N���のときも�①�は成り立つ。

　　>�@，>�@�から，①�はすべての自然数�S�について成り立つ。

２

S　&�は積分定数とする。

　　　���　��
�

D
[ ��

�
�D

�D[H �&

　　　���　��
�

D
�[ �
�
�D

�[ �
�
�D
[ ��

�
�D

�D[H �&

　　　���　�� � N �

Q

& NQ3
�Q N[ �[H �&

 解説

���　I � � 
[  �
�

D
�D[H ��[ ��

�

D
�D[H  �D[[H

　よって　　'
�D[[H G[ ��

�

D
[ ��

�
�D

�D[H �&　�&�は積分定数�

���　J � � 
[  ��
�D[ ��E[ 
�F �D[H �D�

�D[ � �E[ �F[ 
�G �D[H

　　　　�� ��
�DD[ ���D 
�DE �[ ���E 
�DF [�F ��DG �D[H

　J � � 
[  
�[ �D[H �とすると

　　　　　����DD �，�D�DE �，�E�DF �，F�DG �

　よって　　D �
�

D
，E �

�
�D
，F �

�
�D
，G �

�
�D

　ゆえに　　�'
�[ �D[H G[ ��

�

D
�[ �
�
�D

�[ �
�
�D
[ ��

�
�D

�D[H �&　�&�は積分定数�

���　K � 
[  � QD
Q[ � �Q �D �Q �[ � �Q �D �Q �[ ��……�� �D [ 
� �D

�[H �とおくと

　K � � 
[  � QD
�Q �Q[ � �Q �D �Q 
�� �Q �[ � �Q �D �Q 
�� �Q �[ ��……� �� �D

�[H

　　　　����� ��� QD
Q[ �Q �D �Q �[ �Q �D �Q �[ � 
�……� �� �D [ �D

�[H

　　　　�� �� QD
Q[ �� QD Q 
� �Q �D �Q �[ �� �Q �D �Q 
�� �� �Q �D �Q �[ ��……��� �D �
� �D

�[H

　K � � 
[  
Q[ �[H �とすると

　　　　� QD  �， QD Q� �Q �D  �， �Q �D �Q 
�� � �Q �D  �，……， �D � �D  �

　ゆえに　　 QD  ��， �Q �D  QQD ， �Q �D  �Q 
�� �Q �D ，……， �D  �D

　よって　　 QD  �� � �Q3 ， �Q �D  �Q �Q3  � �Q3 ，

　　　　　　 �Q �D  �� 
�Q � �Q3  � �Q3 ，……，

　　　　　　 �Q ND  �� 
��Q N � �N �Q3  � NQ3 ，……，

　　　　　　 �D  ��･ �Q �Q3  � QQ3

　ゆえに　　'
Q[ �[H G[ �� � N �

Q

& NQ3
�Q N[ �[H �&　��&�は積分定数�

３

S　���　) � 
[  ( �� �[H �ORJ
�( �� �[H �

[H
�(� �ORJ � 
�(� �

　　　���　�(� �ORJ � 
�(� �

 解説

���　( �� �WH  X�から　　 �WH  �X ��

　よって　　W 
�

�
ORJ� 
��X � 　　　　ゆえに　　GW 

�

�
･
�X

��X �
GX

W � � [

X (� � ( �� �[H

　すなわち　　GW 
X

��X �
GX

　よって　　) � 
[  ' �
[

( �� �WH GW

　　　　　　　　 '(�

( �� �[H

X･
X

��X �
GX

　　　　　　　　 '(�

( �� �[H

� ���
�

��X �
GX

　　　　　　　　 '(�

( �� �[H

� ���
�

� � ��
�

�X �

�

�X �
GX

　　　　　　　　 
(�

( �� �[H

� ��X
�

�
ORJ

�X �

�X �

　　　　　　　　 ( �� �[H �
�

�
ORJ

�( �� �[H �

�( �� �[H �
�(� �

�

�
ORJ

�(� �

�(� �

　
�( �� �[H �

�( �� �[H �
 

�
� 
�( �� �[H �

�[H
 

�

� �
�( �� �[H �

[H
，　

�(� �

�(� �
 �

� 
�(� � �

　であるから

　　　　　　) � 
[  ( �� �[H �ORJ
�( �� �[H �

[H
�(� �ORJ � 
�(� �

���　) � 
[ �
[H  ( �� �[H � [H �ORJ

�( �� �[H �
[H

�(� �ORJ � 
�(� �

　ここで　　
�[ 

OLP � 
�( �� �[H [H  

�[ 

OLP

�

�( �� �[H [H
 �，

　　　　　　
�[ 

OLP ORJ

�( �� �[H �
[H

 
�[ 

OLP ORJ� ��) �

�
�[H

�
�
[H
 ORJ� �

　したがって　　
�[ 

OLP � ��) � 
[

[H  �(� �ORJ� 
�(� �

４

S　���　略　　���　�ORJ���ORJ�

 解説

���　I � � 
[  
� [H

�� [H
��，　I ��� 
[  �･

�[H � 
�� [H ･
[H [H
�

� 
�� [H
 

� [H
�

� 
�� [H

　よって　　ORJI �� � 
[  ORJ
� [H

�
� 
�� [H

 ORJ��ORJ [H ��ORJ � 
�� [H

　　　　　　　　　　�� �� ����ORJ � 
�� [H [ ORJ�  �I � 
[

　したがって，ORJI �� � 
[  �I � 
[ �が成り立つ。

���　����の結果から　　 �I � �[H  I �� � 
[

　よって　　' �
ORJ �

� 
�[ ORJ� �I � �[H G[ ' �
ORJ �

� 
�[ ORJ� I �� � 
[ G[

　　　　　 
�

ORJ �

� �� 
�[ ORJ� I � � 
[ �' �
ORJ �

I � � 
[ G[

　　　　　 � 
ORJ� I � � 
� �
�

ORJ �

� �I � 
[  � 
ORJ� I � � 
� �I � 
ORJ� �I � 
�

　ここで　　I � 
�  �ORJ��ORJ�  ORJ�，

　　　　　　I � 
ORJ�  �ORJ � 
�� ORJ �H �ORJ��ORJ�  �ORJ���ORJ�，

　　　　　　I � � 
�  
�

�
�� �

　よって　　' �
ORJ �

� 
�[ ORJ� �I � �[H G[ �� 
��ORJ� �ORJ� �ORJ�  �ORJ���ORJ�

５

S　���　略　　���　ORJ
�H �

�H
　　���　証明略，ORJ

�H �

�H

 解説

���　
 N �

Q

&
N

� 
�� �N[H  
 N �

Q

&
N

� 
� �[H  
�� �Q �

� 
� �[H

�� �[H

　よって　　
 N �

Q

&
N

� 
�� �N[H �
�

�� �[H
 
� �Q �

� 
� �[H

�� �[H
 

Q
� 
�� �� ��Q � [H

�� �[H

���　
 N �

Q

&
N

� 
�� �N[H  ��
 N �

Q

&
N

� 
�� �N[H �であるから，����より

　　　　　
 N �

Q

&
N

� 
�� �N[H �
�[H

�� �[H
 

Q
� 
�� �� ��Q � [H

�� �[H

　ここで　' �
�

 N �

Q

&
N

� 
�� �N[H  
 N �

Q

&
N

� 
�� ' �
�
�N[H G[ 

 N �

Q

&
N

� 
��
�

�

� ��
�

N
�N[H

　　　　　　　　　　　　 
 N �

Q

&

N
� 
�� � 
�� �NH

N

　よって　　6 �' �
� �[H

�� �[H
G[ 

�

�

� �ORJ � 
�� �[H  ORJ � 
�� ��H �ORJ�  ORJ
�H �

�H

���　�� �[H !��であるから　　
�� ��Q � [H

�� �[H
� �� ��Q � [H

　よって　　' �
� �� ��Q � [H

�� �[H
G[�' �

�
�� ��Q � [H G[ �

�

�Q � �

�

� �
�� ��Q � [H

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 
�

�Q � �� �� �� ��Q �H �
�

�Q �

　また，
�� ��Q � [H

�� �[H
!��であるから　　��' �

� �� ��Q � [H

�� �[H
G[

　ゆえに　　��' �
� �� ��Q � [H

�� �[H
�G[�

�

�Q �

　
�Q 

OLP

�

�Q �
 ��であるから，はさみうちの原理により　　

�Q 

OLP ' �

� �� ��Q � [H

�� �[H
�G[ �

　したがって　　
�Q 

OLP Q

� 
�� ' �
� �� ��Q � [H

�� �[H
G[ �

　よって，����から　　
 N �




&

N
� 
�� �� 
�� �NH

N
 

�Q 

OLP

 N �

Q

&

N
� 
�� � 
�� �NH

N
 6 ORJ

�H �

�H
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６

[�

�\

�2

�

� �

S　���　� �図 　　���　 Q
� 
��

�Q
�S

 解説

[�

�\

�2 � �

�

[�

�\

�2

�

� �

���　\ I � 
[ �のグラフは右の図のようになる。

　よって，常に���I � 
[ ���であるから

　　　　　J � 
[  I � 
I � 
[  I � 
[ ��

　　　　　　　 ��I � 
[

　　　　　　　 �
　�　　�　� 
�[ ��，� [

�� �[ � ��� 
�� �[ �

　��[���のとき

　　　　　�� [��  ���� 
�[  [

　��[���のとき

　　　　　�� [��  ���[ 
��  ��[

　以上から，\ J � 
[ �のグラフは右の図のようになる。

���　\ J� �
[

Q
�のグラフは，\ J � 
[ �のグラフを，\�軸

　をもとにして�[�軸方向に�Q�倍に拡大したもので，

　\ J� �
�[ � 
��Q Q

Q
�のグラフは�\ J� �

[

Q
�のグラフ

　を�[�軸方向に� �Q �Q �だけ平行移動したものである。

[�

�\

�2 Q �Q �Q �Q �Q �Q �Q

�
\ J� �

[

Q
\ J� �

��[ �Q Q

Q

　よって，��[� �Q �において

　　　　　J� �
��[ �Q Q

Q
 "
�　　　　　　��� 
�� �[ ��Q Q

�

Q � 
��[ �Q Q ��� 
���Q Q �[ �Q

　したがって　　�与式� ' ��Q Q

�Q �

Q � 
��[ �Q Q FRV
S[

Q
G[

　　　　��　　　　　　 
�

Q � ��Q Q

�Q

� �･� 
��[ �Q Q
Q

S
VLQ

S[

Q
� �' ��Q Q

�Q Q

S
VLQ

S[

Q
G[

　　　　��　　　　　　 
�

Q
��Q Q

�Q

� �
�Q
�S
FRV

S[

Q

　　　　��　　　　　　 
�

Q �
�Q
�S
FRVQS ��

�Q
�S
FRV � 
�Q � S

　　　　　　　　　　�� 
Q
�S

�FRVQS ��FRV � 
�Q � S  Q
� 
��

�Q
�S

　T��� �
��[ �Q Q

Q
�の場合分け

　　>�@　
��[ �Q Q

Q
�����[�

�Q 
�Q �のとき

　　　����から　J� �
��[ �Q Q

Q
 �

　　>�@　��
��[ �Q Q

Q
�����

�Q �Q�[ 
� �Q �のとき

　　　����から　J� �
��[ �Q Q

Q
 

��[ �Q Q

Q

　　よって　　' �
�Q

J� �
��[ �Q Q

Q
FRV

S[

Q
G[ ' ��Q Q

�Q ��[ �Q Q

Q
FRV

S[

Q
G[

　T���置換積分の利用�

[ ����������� � �Q

W �� Q� ��

　　
��[ �Q Q

Q
 W�とおくと　　[ QW� �Q �Q，

G[

GW
 Q

　　よって　　' �
�Q

J� �
��[ �Q Q

Q
FRV

S[

Q
G[

　　　　　 Q' �� Q

�

J � 
W FRVS � 
��W Q � GW

　　　　　 Q' �
�

WFRV � ��SW � 
�Q � S GW �Q �
� 
�� Q' �

�

WFRVSWGW

７

S　�
S

�
�,�

( ��S ��

�

 解説

' �
S

I � 
[ G[ 
�

S

� ���DVLQ[ EFRV[  �E

条件から　　�E��　　　　ゆえに　　E��　……�①

また　　 �
� �I � 
[  �

� 
��DFRV[ EVLQ[

　　　　　　　 � �D �FRV [��DEFRV[VLQ[� �E �VLQ [

　　　　　　　 � �D ･
�� FRV�[

�
��DEVLQ�[� �E ･

�� FRV�[

�

　　　　　　　 
�� �D �E

�
�

�� �D �E

�
FRV�[��DEVLQ�[

よって　　' �
S

�
� �I � 
[ G[ 

�

S

� ���
�� �D �E

�
[

�� �D �E

�
VLQ�[

�DEFRV�[

�

　　　　　　　　　　�� 
�� �D �E

�
S

条件から　　
�� �D �E

�
S�

S

�
　　　ゆえに　　� �D � �E ��　　……�②

次に　　, ' �
S

� 
�� FRV[ I � 
[ G[ ' �
S

I � 
[ G[�' �
S

I � 
[ FRV[G[

　　　　�� �E�' �
S

� 
��D �FRV [ EVLQ[FRV[ G[

　　　　�� �E�
�

� ' �
S

� ���D� 
�� FRV�[ EVLQ�[ G[

　　　　�� �E�
�

� �

S

� ���D� ��[
VLQ�[

�

E

�
FRV�[  �E�

�

�
DS　……�③

�D $�とおくと，②�は　　 �$ � �E ��　……�④

�

���

��

$

E

2

③�は　　
S

�
$��E ,　　……�⑤

①，④�の不等式が表す領域は，右の図の斜線部分であ

る。ただし，境界線を含む。

求める条件は，直線�⑤�がこの領域と共有点をもつよう

な�,�の値の範囲である。

よって，図から，,�の値は，直線�⑤�が円� �$ � �E  ��

と第���象限で接するとき最大となり，点�� 
��，� �を通

るとき最小となる。

直線�⑤�と円� �$ � �E  ��が接するとき，直線�⑤�と原点

の距離が円の半径���に等しいから

　　　　　  
�,

) �
�

� �
S

�
��

�

第���象限で接するから　　,!�

よって，最大値は　　, ( ��S ��

�

最小値は，直線�⑤�の方程式に�$ ��，E ��を代入して

　　　　　　　　　　, 
S

�
･� 
�� ��･�  �

S

�

したがって，,�のとりうる値の範囲は　　�
S

�
�,�

( ��S ��

�

８

S　���　略　　���　Q�が奇数のとき��，Q�が偶数のとき�
�

�Q �
�

�

�Q �

 解説

���　��以上の任意の整数�Q�に対し�FRVQK Q7 � 
FRVK ��……�①�が成り立つことを数学的

　帰納法で示す。

　>�@　Q ��のとき

　　　　　　FRV � 
�･K  FRV� �， �7 � 
FRVK  �

　　よって，Q ��のとき�①�は成り立つ。

　>�@　Q ��のとき

　　 �7 � 
[  [�であるから　　 �7 � 
FRVK  FRVK

　　よって，Q ��のとき�①�は成り立つ。

　>�@　Q N，Q N���のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　　　　　FRVNK N7 � 
FRVK ，FRV � 
�N � K �N �7 � 
FRVK

　　Q N���のとき

　　　　　　 �N �7 � 
FRVK  �FRVK �N �7 � 
FRVK � N7 � 
FRVK

　　　　　　　　　　　�� �FRVKFRV � 
�N � K�FRVNK　……�②

　　FRVKFRV � 
�N � K 
�

� �FRV � 
�N � K� �FRVNK �であるから，②�より
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　　　　　　 �N �7 � 
FRVK  �･
�

� �FRV � 
�N � K ��FRVNK �FRVNK

　　　　　　　　　　　�� FRV � 
�N � K�FRVNK�FRVNK FRV � 
�N � K

　　よって，Q N���のときも�①�は成り立つ。

　>�@�～�>�@�から，��以上の任意の整数�Q�について�FRVQK Q7 � 
FRVK �が成り立つ。

[ ��� ����

K �S�� ���

���　[ FRVK �とおくと　　G[ �VLQKGK

　よって，����の結果を利用すると

　　　　　'��
�

Q7 � 
[ G[ �' S

�

Q7 � 
FRVK VLQKGK

　　　　　　　　　　�� ' �
S

FRVQKVLQKGK

　　　　　　　��　　　 
�

� ' �
S

� ��VLQ � 
�Q � K VLQ � 
�Q � K GK　……�③

　>�@　Q�� � �すなわち�Q ��のとき

　　③�から　　'��
�

Q7 � 
[ G[ 
�

� ' �
S

VLQ�KGK 
�

� �

S

� ��
FRV�K

�
 
�

� ��
�

� ��
�

�
 �

　>�@　Q��
� �すなわち�Q
��のとき

　　③�から　　'��
�

Q7 � 
[ G[ 
�

� �

S

� ���
FRV � 
�Q � K

�Q �

FRV � 
�Q � K

�Q �

　　　　　　　　　　　　��� 
�

� ��
FRV � 
�Q � S

�Q �
�
FRV � 
�Q � S

�Q �
�

�

�Q � ��
�

�Q �

　　Q�が奇数のとき，Q��，Q���は偶数であるから

　　　　　　FRV � 
�Q � S �，FRV � 
�Q � S �

　　したがって　　'��
�

Q7 � 
[ G[ 
�

� ��
�

�Q �
�

�

�Q �
�

�

�Q � ��
�

�Q �

　　すなわち　　　'��
�

Q7 � 
[ G[ �　……�④

　　Q�が偶数のとき，Q��，Q���は奇数であるから

　　　　　　FRV � 
�Q � S ��，FRV � 
�Q � S ��

　　ゆえに　　'��
�

Q7 � 
[ G[ 
�

� �
�

�Q �
�

�

�Q �
�

�

�Q � ��
�

�Q �
 

�

�Q �
�

�

�Q �

　④�は�Q ��のときも成り立つ。

　よって，>�@，>�@�から�

　　Q�が奇数のとき　　'��
�

Q7 � 
[ G[ �

　　Q�が偶数のとき　　'��
�

Q7 � 
[ G[ 
�

�Q �
�

�

�Q �

９

S　���　略　　���　略　　���　略

 解説

���　' D

E

� 
�[ D � 
�[ E G[ 
D

E

� �
�

�
�

� 
�[ D � 
�[ E �
�

� ' D

E
�

� 
�[ D G[

�　　　　　　　　　���� �
�

� D

E

� �
�

�
�

� 
�[ D  �
�

�
�

� 
�E D

���　' D

E
Q

� 
�[ D � 
�[ E G[ 
D

E

� �
�

�Q �
�Q �

� 
�[ D � 
�[ E �
�

�Q � ' D

E
�Q �

� 
�[ D G[

　　　　　　　　　　�� �
�

�Q �
･
�

�Q � D

E

� �
�Q �

� 
�[ D  �
Q�

� 
�Q � �
�Q �

� 
�E D

���　' D

E
Q

� 
�[ D P
� 
�[ E G[ ,�� 
Q，P �とおくと

　　,�� 
Q，P  
D

E

� �
�

�Q �
�Q �

� 
�[ D P
� 
�[ E �

�

�Q � ' D

E

･
�Q �

� 
�[ D P �P �
� 
�[ E G[

　　　　　　��　�� �
P

�Q �
, ��Q��，P 
��

　ゆえに　,�� 
Q，P  �
P

�Q �
,��Q��，P 
��

　　　　　　　　　 �
� 
��

P

�Q �
･
�P �

�Q �
,��Q��，P 
��

　　　　　　　　　 ……

　　　　　　　　　 P
� 
��

P

�Q �
･
�P �

�Q �
･�……�･

�

�Q P
,��Q 
�P，�

　　　　　　　　　 P
� 
��

Q�P�

� 
�Q P �
,��Q 
�P，�

　　　　　　　　　 P
� 
��

Q�P�

� 
�Q P � ' D

E
�Q P

� 
�[ D G[

　　　　　　　　　 P
� 
��

Q�P�

� 
��Q P � � D

E

� �
��Q P �

� 
�[ D

　　　　　　　　　 P
� 
��

Q�P�

� 
��Q P � �
��Q P �

� 
�E D

U　まず初めに�����を証明し，その結果において

　���　Q P �　　���　P �　を代入してもよい。
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S　���　
�

��
　　���　% � 
P，Q  

Q

�P �
% � 
��P �，Q �

　　　���　% � 
P，Q  
P�Q�

� 
��P Q � �
　　���　 Q

� 
�� ��P Q �
� 
�E D

P�Q�

� 
��P Q � �

 解説

���　% � 
�，�  ' �
�
�[ �
� 
�� [ G[ ' �

�

� 
���[ � �[ �[ G[ 
�

�

� ���
�[

�

�

�
�[

�[

�

　　　�　　�� 
�

�
�
�

�
�
�

�
 
�

��

���　Q���のとき

　　　　　% � 
P，Q  ' �
�

P[ Q
� 
�� [ G[ ' �

�

� �
�P �[

�P �

� Q
� 
�� [ G[

　　　　　　　　　� 
�

�

� �
�P �[ Q

� 
�� [

�P �
�

Q

�P � ' �
�

�P �[ �Q �
� 
�� [ G[

　　　　　�　　　　 
Q

�P � ' �
�

�P �[ �Q �
� 
�� [ G[ 

Q

�P �
% � 
��P �，Q �

���　����から，Q���のとき

　　　　　% � 
P，Q  
Q

�P �
% � 
��P �，Q �  

Q

�P �
･
�Q �

�P �
% � 
��P �，Q �

　　　　　�　　　　� …… 
Q

�P �
･
�Q �

�P �
･……･

�

�P Q
% � 
�P Q，�

　ここで　　% � 
�P Q，�  ' �
�

�P Q[ G[ 
�

�

� �
��P Q �[

��P Q �
 

�

��P Q �

　したがって

　　　　　% � 
P，Q  
Q

�P �
･
�Q �

�P �
･……･

�

�P Q
･

�

��P Q �

　　　　　　　　　� 
Q�

� 
��P Q � � 
�P Q ･……･� 
�P �

　すなわち　　% � 
P，Q  
P �Q�

� 
��P Q � �

　この式は�Q ��のときも成り立つ。

　よって　　　% � 
P，Q  
P �Q�

� 
��P Q � �

[ D� �����E���

W �� ��E D

���　[�D W�とおくと　　G[ GW

　また　　[�E W�D�E

　よって　　' D

E
P

� 
�[ D Q
� 
�[ E G[ ' �

�E D
PW Q

� 
��W D E GW

W �� ��E D

X �� ���������

　W �E 
�D X�とおくと　　GW �E 
�D GX

　したがって

　　　　　' D

E
P

� 
�[ D Q
� 
�[ E G[

　　　　 ' �
�

P
� �� 
�E D X Q

� ���� 
�E D X D E ･�E 
�D GX

　　　　 �P �
� 
�E D ' �

�
PX Q

� �� 
�E D � 
�X � GX ��P Q �
� 
�E D '�

�
PX Q

� 
�X � GX

　　　　 Q
� 
�� ��P Q �

� 
�E D ' �
�

PX Q
� 
�� X GX Q

� 
�� ��P Q �
� 
�E D % � 
P，Q

　　　　 Q
� 
�� ��P Q �

� 
�E D
P�Q�

� 
��P Q � �
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S　���　
�

�� �[
　　���　�

�

�� �[
　　���　

S

�

 解説

���　I � 
[  ' �
[ GW

�� �W
�であるから　　

G

G[
I � 
[  

�

�� �[

���　����から　　
G

G[
J � 
[  

G

G[
I� �
�

[
 I � � �

�

[
･� �
�

[

�
 

�

��
�

� �
�

[

･� ��
�
�[
 �

�

�� �[

���　���，����から　　
G

G[ �I � 
[ ��I� �
�

[
 

G

G[
I � 
[ �

G

G[
I� �
�

[
 

�

�� �[
�

�

�� �[
 �

　よって　　I � 
[ �I� �
�

[
 &　�&�は定数�　……�①

　この等式で�[ ��とおくと　　�I � 
�  &

　ゆえに　　�' �
� GW

�� �W
 &　……�②

W �� ����

K �� ��
S

�

　W WDQK �とおくと　　GW 
GK
�FRV K

　よって　　' �
� GW

�� �W
 ' �

S
�

･
�

�� �WDQ K

GK
�FRV K

　　　　　　　　　　 ' �
S
�

GK 
�

S
�

� �K  
S

�

　ゆえに，②�から　　& 
S

�

　したがって，①�から　　I � 
[ �I� �
�

[
 

S

�
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S　���　P � 
D  
�

� 
�
� D
�H � 　　���　

�

�

 解説

���　>�@　
�

W
!���すなわち����W���のとき

　　W�が増加すると�
�

W
�は減少し，6 � 
D，W �も減少する。

　>�@　��
�

W
� �DH ��すなわち��W! DH �のとき

　　W�が増加すると�
�

W
�は減少し，6 � 
D，W �は増加する。

[�

�\

�2

�

W

>�@

[�

�\

�2�

W

�DH

>�@

�

D

�

D

　>�@　 �DH �
�

W
����すなわち����W� DH �のとき

[�

�\

�2

�

W

�DH

ORJW

>�@

�

D

　　 �[H  
�

W
�とおくと， [H  W�から　　[ ORJ W

　　　　6 � 
D，W  ' �
ORJ W

� ���[H
�

W
G[�' ORJ W

D

� ��
�

W
�[H G[

　　　　　　　�� 
�

ORJ W

� ��� �[H
�

W
[ �

ORJ W

D

� ��
�

W
[ �[H

　�　　　　　　�� �
�

W
�
�

W
ORJ W�

�

W
D� �DH ��

　　6 � 
D，W  I � 
W �とおくと

　　　　I � � 
W  
�
�W
����

�
�W
ORJW ��

�
�W
�

D
�W
 

��ORJ W D
�W

　　I � � 
W  ��とおくと　　W 
D
�H

　　また，D!��より���
D

�
�D�であるから

W � … D
�H

… DH

I � � 
W � � � � �

I � 
W � � 極小 � �

　　　　　　��
D
�H � DH

　　I � 
W �の増減表は右のようになる。

　　したがって，W 
D
�H �のとき�I � 
W �は最小値をとる。

　よって，>�@�～�>�@�から

　　P � 
D   I� 

D
�H � �

�
D
�H

�
�
D
�H

�
D

�
�

D
D
�H

��DH �

　　　　�� �DH ��
�D
�H �� 

�

� 
�
�D
�H �

���　�
D

�
 E �とおくと，D� ���のとき�E� ���であるから

　　　　　
�D �
OLP

P � 
D
�D
 

�E �
OLP

�
� 
�EH �

� �E
 

�E �
OLP
�

�

�

� �
�EH �

E
 
�

� �E �
OLP

�

� �
�EH �H

�E �
 
�

�
�

� 

�H  

�

�
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S　&�は積分定数とする　　���　�� 
�[ � �[H �&　　���　�� 
���[ �[ � �[H �&

　　　���　I � 
[  ���
�[ ��[ 
�� �[H ��

 解説

���　'
�[[H G[ ' [� 
� �[H �G[ � �[[H �'

�[H G[ � �[[H � �[H �&

　　　　　　 �� 
�[ � �[H �&　�&�は積分定数�

���　'
�[ �[H G[ '

�[ � 
� �[H �G[ � �[ �[H �' �
�[[H G[ � �[ �[H ��'

�[[H G[

　よって，����から　　'
�[ �[H G[ � �[ �[H ���[ 
�� �[H �& �

　　　　　　　　�　　　　　　�� �� 
���[ �[ � �[H �& �　�& ��は積分定数�

���　[�W V�とおくと　　GW �GV

W �� �[

V [� ��

　よって　　' �
[

I � 
�[ W �WH GW ' [
�

･I � 
V
��[ VH � 
�GV

　　　　　　　　　　　　　 �[H ' �
[

I � 
V
VH GV

　ゆえに　　I � 
[  
�[ �[H � �[H ' �

[

I � 
V
VH GV　……�①

　両辺を�[�で微分すると　　I � � 
[  �
�[ �[H � �[ �[H � �[H ' �

[

I � 
V
VH GV� �[H ･I � 
[

[H

　①�より， �[H ' �
[

I � 
V
VH GV I � 
[ �

�[ �[H �であるから

　　　　　　　I � � 
[  �
�[ �[H � �[ �[H ��I � 
[ �� �[ �[H �I � 
[  �

�[ �[H

　よって，����より�I � 
[ �は定数�& ���を用いて�I � 
[  ��� 
���[ �[ � �[H �& ���と表せる。

　I � 
�  ��' �
�

I � 
�W �WH GW ��より　　& �� �

　したがって　　I � 
[  ���
�[ ��[ 
�� �[H ��
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S　 (�
��

S

 解説

$

�

�

NT N4

N

Q

�N �

Q
�N �3 N3

��
N

Q

[

\

]

�

2

N4 ���，�， NT ��とする。

N3 N4  ��から　　  ) ��
�

� �
N

Q

�

� ���
N

Q
�

NT �

NT ���であるから　　 NT  ) ���
�

� �
N

Q

�

� ���
N

Q

また， �N �3 ��
�N �

Q
，� ��

�N �

Q
，� �であるから

　　　　△ N23 �N �3  
�

�
･�･�

�N �

Q ��
N

Q
 
�

�Q

ゆえに　　 N9  
�

�
△ N23 �N �3 ･ NT  

�

�
･
�

�Q) ���
�

� �
N

Q

�

� ���
N

Q

　　　　　　� 
�

�Q) ���
�

� �
N

Q

�

� ���
N

Q

よって　　
�Q 

OLP

 N �

�Q �

& N9  
�Q 

OLP

�

�Q  N �

�Q �

& ) ���
�

� �
N

Q

�

� ���
N

Q
 
�

� ' �
�

( ��� �[ �
� 
�� [ G[

　　　　　　　　　�� 
�

� ' �
�

( ��[ � �[ G[ (�
� ' �

�

) �
�

� �
�

�

�

� ��[
�

�
G[

[�

�\

�2 �

�

' �
�

) �
�

� �
�

�

�

� ��[
�

�
G[

�

ここで，\ ) �
�

� �
�

�

�

� ��[
�

�
�は

中心�� �
�

�
，� ，半径�

�

�
�の半円を表すから，

その面積を考えて

　　　 (�
� ' �

�

) �
�

� �
�

�

�

� ��[
�

�
G[

　　 (�
�

･
�

�
S

�

� �
�

�
 (�
��

S
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S　���　略　　���　略

 解説

���　I � 
[  VLQ[�
�

S
[�とおくと　　I � � 
[  FRV[�

�

S

[ � … D �…
S

�

I � � 
[ � � �

I � 
[ � � 極大 � �

　��
�

S
���であるから，I � � 
D  ��となる�D�が

　���D�
S

�
�の範囲にただ���つ存在し，I � 
[ �の

　増減表は右のようになる。

　よって，��[�
S

�
�のとき　I � 
[ ��　

　すなわち　�VLQ[�
�

S
[

���　\ �[H �は単調に減少するから，����より，��[�
S

�
�において

　　　　　　�� �QVLQ [H �
･�Q �
S[H

　よって　　��' �
S
�
�QVLQ [H G[�' �

S
� � �QS [
H G[

　ここで　　' �
S
� � �QS [
H G[ 

�

S
�

� ��
S

�Q

� �QS [
H  

S

�Q �� ��
�
QH

　　　　　　
�Q 

OLP ' �

S
� � �QS [
H G[ 

�Q 

OLP

S

�Q � ���
�
QH
 ���

　よって，はさみうちの原理により

　　　　　　
�Q 

OLP ' �

S
�
�QVLQ [H G[ ��
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S　���　�ア�　略　　�イ�　�　　���　�

 解説

���　�ア�　I � 
[  
[

H
�ORJ[ �とおくと　　I � � 
[  

�

H
�
�

[
 
�[ H

H[

　　��[�H�において　　I � � 
[ ��

　　よって，I � 
[ �は���[�H�において単調に減少する。

　　また　　I � 
H  �
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　　ゆえに，��[�H�において　　I � 
[ ��　すなわち　ORJ[�
[

H

　�イ�　�ア��より，��[�H�において　　��ORJ[�
[

H

　　よって　　�� Q
� 
ORJ[ �

Q

� �
[

H
　　　ゆえに　　�� �[ Q

� 
ORJ[ � �[
Q

� �
[

H

　　よって　　��' �
H

��[ Q
� 
ORJ[ G[ ' �

H
�[

Q

� �
[

H
G[

　　ここで　　' �
H
�[

Q

� �
[

H
G[ 

�
QH ' �

H
�Q �[ G[ 

�
QH �

H

� �
�

�Q �
�Q �[

　　　　　　　　　　　　�� 
�

QH � 
�Q �
�

�Q �H 
��  
�

�Q � �
�H ��
�
QH

　　
�Q 

OLP

�

�Q � � ���H
�
QH
 ��であるから　　

�Q 

OLP  ' �

H
�[ Q
� 
ORJ[ G[ �

���　'
�WWH GW ) � 
W �& ��&�は積分定数��とすると　　) � � 
W  

�WWH

　よって　　
�[ �
OLP

�

�[ ' �
[ �WWH GW 

�[ �
OLP� �･

�

�[ �

[

� �) � 
W  
�[ �
OLP� �･

�

�

�) � 
[ ) � 
�

�[ �

　　　　　　　　　　　　　 
�

�
) � � 
�  �
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S　���　
�

�
�Q ORJQ�

�

�
�Q �
�

�
　　���　略　　���　

�

�

 解説

���　' �
Q

[ORJ[G[ 
�

Q

� �
�

�
�[ ORJ[ �' �

Q

･
�

�
�[
�

[
G[ 

�

�
�Q ORJQ�

�

Q

� �
�

�
�[

　　　　　　　� 
�

�
�Q ORJQ�

�

�
�Q �
�

�

\ I � 
[

� � � …� [Q

Q��

���　I � 
[  [ORJ[ �とすると

　　　　　I � � 
[  ORJ[�[･
�

[
 ORJ[��

　よって，[���で�I � � 
[ !��となり，[���において�I � 
[ �

　は単調に増加する。

　自然数�N�に対して，N�[�N���のとき

　　　　　NORJN�[ORJ[��N 
�� ORJ � 
�N �

　常に�NORJN [ORJ[ �または�[ORJ[ �N 
�� ORJ � 
�N �

　ではないから

\ I � 
[

Q� � � …

Q��

� [

　' N
�N �

NORJNG[�' N
�N �

[ORJ[G[�' N
�N �

� 
�N � ORJ � 
�N � G[

　ゆえに　　NORJN�' N
�N �

[ORJ[G[��N 
�� ORJ � 
�N �

　よって

　　
 N �

�Q �

& NORJN�
 N �

�Q �

& ' N
�N �

[ORJ[G[�
 N �

�Q �

& � 
�N � ORJ � 
�N �

　ここで，����の結果を利用すると

　　　　　　
 N �

�Q �

& ' N
�N �

[ORJ[G[ ' �
Q

[ORJ[G[

　　　　　　　　　　　　　��� 
�

�
�Q ORJQ�

�

� �
�Q 
��

　また　　　
 N �

�Q �

& � 
�N � ORJ � 
�N �  
 N �

Q

& NORJN 
 N �

Q

& NORJN

　ゆえに　　
 N �

�Q �

& NORJN�
�

�
�Q ORJQ�

�

� �
�Q 
�� �

 N �

Q

& NORJN　……�①

　
 N �

�Q �

& NORJN�
�

�
�Q ORJQ�

�

� �
�Q 
�� �の両辺に�QORJQ �を加えて

　　　　　　
 N �

Q

& NORJN�
�

�
�Q ORJQ�

�

� �
�Q 
�� �QORJQ　　……�②

　①，②�から，Q���のとき

　　　　　　
�

�
�Q ORJQ�

�

� �
�Q 
�� �

 N �

Q

& NORJN�
�

�
�Q ORJQ�

�

� �
�Q 
�� �QORJQ

���　 QD  
ORJ � 
････

�� �� �� �……�
QQ

�Q ORJQ
�とすると

　　 QD  
�

�Q ORJQ
�ORJ���ORJ���……� 
�QORJQ  

�
�Q ORJQ  N �

Q

& NORJN

　Q���のとき　　 �Q ORJQ!�

　よって，����で証明した不等式の各辺を� �Q ORJQ �で割ると

　　　　　　
�

�
�

�

�ORJQ �� ��
�
�Q
� QD �

�

�
�

�

�ORJQ �� ��
�
�Q
�
�

Q

　ここで　　
�Q 

OLP � ��

�

�

�

�ORJQ � ���
�
�Q
 
�

�
，

�Q 

OLP � ���

�

�

�

�ORJQ � ���
�
�Q

�

Q
 
�

�

　したがって　　
�Q 

OLP QD  

�

�
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S　
S

�
�
�

�

 解説

� �　 �の定義から　　( �� �Q �N ���� �( �� �Q �N �( �� �Q �N

よって　　 �)��
�

� �
N

Q
�
�

Q
�� �( �� �Q �N

Q ) ��
�

� �
N

Q

ゆえに　　 �
 N �

Q

&
�

Q) ��
�

� �
N

Q
�

 N �

Q

&
�
�Q

�QD
 N �

Q

&
�

Q) ��
�

� �
N

Q
��……�①

一方　　　
�Q 

OLP

 N �

Q

&
�

Q) ��
�

� �
N

Q
 ' �

�

( �� �[ G[

[�

�\

�2 � (�

�

(� \ ( �� �[

S

�

S

�

' �
�

( �� �[ G[�は図の網の部分の面積に等しいから

　　' �
�

( �� �[ G[ 
�

�
･

�
� 
(� ･

S

�
�
�

�
･�･� 

S

�
�
�

�

また　　
 N �

Q

&
�
�Q
 
�
�Q
･Q 

�

Q

よって，①�において�Q� �
�とすると

　　　　　　　
S

�
�
�

�
�

�Q 

OLP QD �

S

�
�
�

�

したがって　　
�Q 

OLP QD  

S

�
�
�

�

19

S　���　略　　���　略

 解説

[�

�\

�2

[ N

Q � 
N，( ��Q �N

�[ � �\  �Q

N Q

'

���　不等式� �[ � �\ � �Q ，[!�，\!��で表される

　領域�'�は，右の図の斜線部分である��境界線は含

　まない�。

　領域�'�内における直線�[ N���N �，�，……，

　Q����上の格子点の数を�7 � 
N �とすると

　>�@　( ��Q �N �が整数であるとき

　　　　　　　7 � 
N  ( ��Q �N ��

　　このとき，( ��Q �N ���7 � 
N �( ��Q �N �

　　は満たされる。

　>�@　( ��Q �N �が整数でないとき　　7 � 
N  � �( ��Q �N

　　ここで，� �( ��Q �N �は�( ��Q �N �の整数部分を表す。

　　このとき　　� �( ��Q �N �( ��Q �N �� �( ��Q �N ��

　　よって　　　( ��Q �N ���7 � 
N �( ��Q �N

　3 � 
Q  
 N �

�Q �

& 7 � 
N �であるから，>�@，>�@�より�
 N �

�Q �

& � 
�( ��Q �N � �3 � 
Q �
 N �

�Q �

& ( ��Q �N

　が成り立つ。

���　
 N �

�Q �

& � 
�( ��Q �N �  
 N �

�Q �

& ( ��Q �N ��Q 
�� �であるから，����より

　　　　　 �
�

Q  N �

�Q �

& ) ��
�

� �
N

Q
�
�

Q

�
�Q
�

3 � 
Q
�Q
�
�

Q  N �

�Q �

& ) ��
�

� �
N

Q
　……�①

　ここで　
�Q 

OLP � ���

�

Q

�
�Q
 �，

[�

�\

�2

�

�

\ ( �� �[

　　　　　
�Q 

OLP

�

Q  N �

�Q �

& ) ��
�

� �
N

Q
 ' �

�

( �� �[ G[

　ここで，' �
�

( �� �[ G[�は半径���の四分円の面積を表す

　から

　　　　　
�Q 

OLP

�

Q  N �

�Q �

& ) ��
�

� �
N

Q
 
�

�
･S･

��  
S

�

　したがって，①�から

　　　　　　　　　��
�Q 

OLP

3 � 
Q
�Q
 

S

�

20

S　���　 �,  ��ORJ�， Q, � �Q �,  
�

�Q �
　　���　略　　���　略

 解説

���　 �,  ' �
� [

�� [
G[ ' �

�

� ���
�

�� [
G[ 

�

�

� ��[ ORJ � 
�� [  ��ORJ�

　　 Q, � �Q �,  ' �
�

� ��
Q[

�� [

�Q �[

�� [
G[ ' �

�
Q[ G[ 

�

�

� �
�

�Q �
�Q �[  

�

�Q �

���　��[���のとき　　����[��

　よって　　
�

�
�

�

�� [
��　　　ゆえに　　

Q[

�
�

Q[

�� [
� Q[

　よって　　' �
� Q[

�
G[�' �

� Q[

�� [
G[�' �

�
Q[ G[

　ここで　　' �
� Q[

�
G[ 

�

�� 
�Q �
，' �

�
Q[ G[ 

�

�Q �
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　したがって　　
�

�� 
�Q �
� Q, �

�

�Q �

���　����より，� ORJ�� �, ，
�

�Q �
 Q, � �Q �, �であるから

　
 N �

Q

&

�N �
� 
��

N
 ��

�

�
�
�

�
�
�

�
��……��

�Q �
� 
��

Q

　　　　　　�� �ORJ� 
� �, �� �, 
� �, �� �, 
� �, �� �, 
� �, ��……��
�Q �

� 
�� � �Q �, 
� Q,

　　　　　　�� ORJ�� �Q �
� 
�� Q,

　����において　　
�Q 

OLP

�

�� 
�Q �
 

�Q 

OLP

�

�Q �
 �

　よって，
�Q 

OLP Q,  ��であるから　　

�Q 

OLP

 N �

Q

&
�N �

� 
��

N
 ORJ�

１

S　���　Q �P��， ND  "
･

�N �
�

� 
��
�

N
�N �
�

��P �& ���� 
 N �，�，……， ��P �

������ 
 N �，�，……， ��P �

　　　���　略

 解説

���　'
��P �FRV [G[ '

�P �
� 
�� �VLQ [ FRV[G[ ' � � U �

�P �

& ･U�P �&
U

� 
�� U
� 


�VLQ [ FRV[G[

　　　��　　　　��� 
 U �

�P �

&
U

� 
�� U�P �& '
�UVLQ [FRV[G[

　　　��　　　　��� 
 U �

�P �

& ･
U

� 
��
�

��U � U�P �& �
��U �VLQ [�&　�&�は積分定数�

　�U�� N�とおくと，U �，�，�，……，P���のとき�N �，�，�，……，�P���で，

　U 
�N �

�
�である。

　よって，求める自然数�Q�および実数� ND �は

　　　　　Q �P��，　 ND  "
･

�N �
�

� 
��
�

N
�N �
�

�P �& ��� 
 N �，� �，……，�P �

������� 
 N �，�，……， ��P �

���　, ' I � 
FRV[ G[�' I � 
�FRV[ G[�とおく。

　I � 
W �を�Q�次の多項式とすると��I � 
W  �E � �E W� �E
�W �……� QE

QW  
 N �

Q

& NE
NW ��と表され

　る。

　このとき，Q �O���とおくと　　I � 
W �I � 
�W  
 N �

Q

& NE � ��� N
� 
�� NW  

 P �

O

& � ��P �E ��P �W

　よって　　, ' � ��I � 
FRV[ I � 
�FRV[ G[ 
 P �

O

& � ��P �E '
��P �FRV [G[

　����から，P �，�，……，O�に対し，ある多項式� PJ � 
W �を用いて

　'
��P �FRV [G[ PJ � 
VLQ[ �& ����&�は積分定数��と表される。

　よって，J � 
W  
 P �

O

& � ��P �E PJ � 
W �とおくと，J � 
W �は多項式で，, J � 
VLQ[ �& �と表さ

　れる。

２

S　
�(�
�
�

S

�
�
��

��

 解説

　　' �
�

� ���[
[

( �� �[ � ���
[

� 
�� �[ ( �� �[
G[

　 ' �
�
�[ G[�' �

�

� ��
�

( �� �[

�[

� 
�� �[ ( �� �[
[G[�' �

� �[
�

� 
�� �[
G[

ここで， �,  ' �
�
�[ G[， �,  ' �

�

� ��
�

( �� �[

�[

� 
�� �[ ( �� �[
[G[， �,  ' �

� �[
�

� 
�� �[
G[�と

おく。

　　　　　 �,  
�

�

� �
�

�
�[  

�

�

[ ���� ������

W ���� �(�

�, �について，( �� �[  W�とおくと　　 �[  �W ��，[G[ WGW

よって　　 �,  ' �
(�

� ��
�

W

��W �
�W

W�GW ' �
(�

� ���
�
�W
GW

　　　　　　 
�

(�

� ���W
�

W
 
�(�
�
��

[ ��� ����

K ��� �
S

�

�, �について，[ WDQK �とおくと　　G[ 
GK
�FRV K

よって　　 �,  ' �
S
�

･
�WDQ K

�
� 
�� �WDQ K

GK
�FRV K

　　　　　　 ' �
S
�

� �･･
�WDQ K �

� 

�FRV K

�
�FRV K

GK ' �
S
�

･
�WDQ K �FRV KGK

　　　　　　 ' �
S
�

�VLQ KGK ' �
S
� �� FRV�K

�
GK

　　　　　　 
�

� �

S
�

� ��K
�

�
VLQ�K  

S

�
�
�

�

したがって，求める定積分は

　　　　　 �, � �, � �,  
�

�
��
�(�
� ��� ��

S

� ��
�

�
 
�(�
�
�

S

�
�
��

��

３

S　
�

�S

 解説

[ �� ����

W �� �QS

QS[ W�とおくと　　[ 
�

QS
W，G[ 

�

QS
GW

よって　　 Q,  ' �
QS

･
�
�Q �S

�W VLQ W
�

QS
GW 

�
�Q �S ' �

QS
�W VLQ W GW

　　　　　　 
�
�Q �S  N �

Q

& '� ��N � S

NS
�W �N �
� 
�� VLQ WGW 

�
�Q �S  N �

Q

&
�N �

� 
�� ' � ��N � S

NS
�W VLQ WGW

ここで　　'
�W VLQ WGW � �W FRVW�' �WFRVWGW �

�W FRVW��WVLQ W�' �VLQ WGW
　　　　　　　　　��� � �W FRVW��WVLQ W��FRV W�&　�&�は積分定数�

よって　　' � ��N � S

NS
�W VLQ WGW 

� ��N � S

NS

� ���� �W FRVW �WVLQ W �FRV W

　　　　　　　　　　　��� � �
� 
NS ･

N
� 
�� ��･

N
� 
��

　　　　　　　　　　　���　� �
� �� 
�N � S ･

�N �
� 
�� ��･

�N �
� 
��

　　　　　　　　　　　��� �N �
� 
�� �

�N �S ��� �
� 
�N � �S ���

　　　　　　　　　　　��� �N �
� 
�� ��

�S �N �� �S N� �S 
��

ゆえに　　 Q,  
�
�Q �S  N �

Q

& � 
���� �S �N � �S N �S �

　　　　　　 
�
�Q �S ��

�S ･
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �� �S ･

�

�
Q�Q 
�� ��

�S �
�� Q

　　　　　　 
�

�S �� ��
�

Q �� ��
�

Q
�
�

QS �� ��
�

Q
�

�
�Q �S

�
�S 
��

したがって　　
�Q 

OLP Q,  

�

�S
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４

S　���　

D
�
S

H

��D �E �EVLQ
E

�
S ��DFRV

E

�
S �

D

��D �E

　　　���　- � 
D，E，F  �
�

�
, � 
D， �E F �

�

�
, � 
D， �E F 　　���　

S
�H ��

 解説

���　D
��であるから　　, � 
D，E  ' �
S
�

� �
�

D
D[H
�
FRVE[G[

　　　　　��　　　　　　　　　�� 
�

D � �
�

S
�

� �
D[H FRVE[ �' �

S
�

D[H � 
FRVE[ �G[

　　　　　��　　　　　　　　　�� 
�

D �
D
�
S

H FRV
E

�
S�� ��E' �

S
�

D[H VLQE[�G[

　ここで　　' �
S
�

D[H VLQE[G[ ' �
S
�

� �
�

D
D[H
�
VLQE[G[

　　　　　 
�

D � �
�

S
�

� �
D[H VLQE[ �' �

S
�

D[H � 
VLQE[ ��G[

　　　　　 
�

D �
D
�
S

H VLQ
E

�
S ��E' �

S
�

D[H FRVE[G[  
�

D �
D
�
S

H VLQ
E

�
S ��E, � 
D，E

　よって　　, � 
D，E  
�

D �
D
�
S

H FRV
E

�
S���

E

D � �
D
�
S

H VLQ
E

�
S ��E, � 
D，E

　　　　　　　　　�� 
�

D

D
�
S

H FRV
E

�
S�

�

D
�

E
�D

D
�
S

H VLQ
E

�
S�

�E
�D
, � 
D，E

　したがって　　�
�D 
� �E , � 
D，E  

D
�
S

H �EVLQ
E

�
S ��DFRV

E

�
S �D

　D
��より， �D � �E 
��であるから

　　　　　, � 
D，E  

D
�
S

H

��D �E �EVLQ
E

�
S ��DFRV

E

�
S �

D

��D �E

���　- � 
D，E，F  ' �
S
�

D[H VLQE[VLQF[G[ ' �
S
�

･
D[H � ���

�

�
FRV � 
�E F [

�

�
FRV � 
�E F [ G[

　　　　　　　� �
�

� ' �
S
�

D[H FRV � 
�E F [G[�
�

� ' �
S
�

D[H FRV � 
�E F [G[

　　　　　　　� �
�

�
, � 
�D，E F �

�

�
, � 
�D，E F

���　　　　�' �
S
�

[H VLQ W[VLQ�W[FRV�W[FRV�W[G[

　　　　 �' �
S
�

[H � 
FRV�W[VLQ W[ � 
FRV�W[VLQ�W[ G[

　　　　 �' �
S
�

･･
[H
�

� � 
�VLQ�W[ VLQ�W[
�

� �VLQ�W[ 
�VLQ W[ G[

　　　　 �� �' �
S
�

[H �VLQ �W[G[ ' �
S
�

[H VLQ�W[VLQ W[G[

　　　　　　　　　　　　　　　�' �
S
�

[H VLQ�W[VLQ�W[G[ ��' �
S
�

[H VLQ�W[VLQ W[G[

　ここで，���，����より

　　　　　' �
S
�

[H �VLQ �W[G[ - � 
�，�W，�W  �
�

�
, � 
�，��W �

�

�
, � 
�，�

　　　　　　　　　　　　� �
�

�
, � 
�，��W �

�

� � �
S
�H 
�

　　　　　' �
S
�

[H VLQ�W[VLQ W[G[ - � 
�，�W，W  �
�

�
, � 
�，�W �

�

�
, � 
�，�W

　　　　　' �
S
�

[H VLQ�W[VLQ�W[G[ - � 
�，�W，�W  �
�

�
, � 
�，�W �

�

�
, � 
�，�W

　　　　　' �
S
�

[H VLQ�W[VLQ W[G[ - � 
�，�W，W  �
�

�
, � 
�，�W �

�

�
, � 
�，�W

　よって　　�' �
S
�

[H VLQW[VLQ�W[FRV�W[FRV�W[G[

　　　　　 
S
�H ����, � 
�，�W �, � 
�，�W �, � 
�，�W �, � 
�，��W

　また，正の実数�D�に対して，����から

　　　 , � 
�，DW  

S
�H

�� �D �W � �DWVLQ
DS

�
W ��FRV

DS

�
W

�

�� �D �W
�

�
S
�H � 
�DW � �

�� �D �W

　
�W 

OLP  

�
S
�H � 
�DW � �

�� �D �W
� �であるから，はさみうちの原理により　　

�W 

OLP , � 
�，DW  �

　ゆえに　　
�W 

OLP � ������, � 
�，�W , � 
�，�W , � 
�，�W , � 
�，��W  �

　したがって　　
�W 

OLP�' �

S
�

[H VLQ W[VLQ�W[FRV�W[FRV�W[G[ 
S
�H ��

５

S　
�

S

 解説

' �
QS

�[H VLQQ[ G[ Q, �とすると

　　　　　 Q,  
 N �

�Q

& ' �N �
Q S

N
Q S

�[H VLQQ[ G[ 
 N �

�Q

& ' �N �
Q S

N
Q S

�[H VLQQ[G[

ここで　　� 

�[H VLQQ[ � � �[H VLQQ[� �[QH FRVQ[ ���……�①

　　　　　� 

�[H FRVQ[ � � �[H FRVQ[� �[QH VLQQ[ ���……�②

①�②�Q�から

　　　　　� 
��[H VLQQ[ �[QH FRVQ[ � �� 
��Q � �[H VLQQ[

よって　　'
�[H VLQQ[G[ �

�

��Q �
�[H �VLQQ[ 
�QFRVQ[ �&　�&�は積分定数�

したがって

　　' �N �
Q S

N
Q S

�[H VLQQ[G[ 
�N �
Q S

N
Q S

� ��
�

��Q �
�[H � 
�VLQQ[ QFRVQ[

　　　　　　　　　　��� �
Q

��Q �

� N
Q S

H N
� 
�� �

Q

��Q �

� �N �
Q S

H �N �
� 
��

　　　　　　　　　　��� �
Q

��Q �

� N
Q S

H N
� 
�� � �� 


S
QH

よって　　 Q,  
 N �

�Q

&
Q

��Q �

� N
Q S

H � 
��
S
QH  

Q

��Q �
� �� 


S
QH

 N �

�Q

&
� N

Q S
H

　　　　　　 
Q

��Q �
� �� �


S
QH

� S
QH � ���

�Q

� 

� S

QH

��
�S

QH

　　　　　　 
�

��
�
�Q

� �� 

S
QH

�S
QH � �� 


�QSH ･
�

Q� 
��
� S

QH

�
S

Q
 W�とおくと，Q� �
�のとき�W� ���であるから

　　　　　  
�Q 

OLPQ� 
��

�S
QH  

�W �
OLP

S� 
�WH �

W
 S

�W �
OLP

�WH �H

�W �
S

よって　　
�Q 

OLP Q,  

�

�� �
��� 
�� �� 
�� �

�

S
 
�

S

T　
�N �

Q
S�[�

N

Q
S�において��

� N
Q S

H � �[H �
� �N �

Q S
H �であるから

　　
� N

Q S
H ' �N �

Q S

N
Q S

VLQQ[ G[�' �N �
Q S

N
Q S

�[H VLQQ[ G[�
� �N �

Q S
H ' �N �

Q S

N
Q S

VLQQ[ G[���……�①

　
�N �

Q
S�[�

N

Q
S�において�VLQQ[ �は符号が変わらないから

　　' �N �
Q S

N
Q S

VLQQ[ G[ ' �N �
Q S

N
Q S

VLQQ[G[   
�N �
Q S

N
Q S

� ��
�

Q
FRVQ[

�

Q

　よって，①�は　　
�

Q

� N
Q S

H �' �N �
Q S

N
Q S

�[H VLQQ[ G[�
�

Q

� �N �
Q S

H

　ゆえに　　
 N �

�Q

&
�

Q

� N
Q S

H �
 N �

�Q

& ' �N �
Q S

N
Q S

�[H VLQQ[ G[�
 N �

�Q

&
�

Q

� �N �
Q S

H

　すなわち　　
�

Q  N �

�Q

&
� N

Q S
H � Q, �

�

Q  N �

�Q

&
� �N �

Q S
H

　ここで　　
�

Q  N �

�Q

&
� N

Q S
H  

�

Q
･

� S
QH � ���

�Q

� 

�S

QH

��
� S

QH

 
�

S
･

�
S

Q

�
� S

QH �
･
� S

QH �� 
� �QSH

　　　　　　
�

Q  N �

�Q

&
� �N �

Q S
H  

�

Q
･
�� ���

�Q

� 

� S

QH

��
� S

QH

 
�

S
･

�
S

Q

�
�S

QH �
･�� 
� �QSH

　Q� �
�のとき，どちらも�
�

S
�に収束するから　　

�Q 

OLP Q,  

�

S

６

S　���　証明略，I � 
ORJ(�  
�(�
�

　　���　
�(�
�
ORJ���(� ���

S

�

 解説

���　I � 
[  
� �[H

��[H �
�であるから　　I � � 
[  

�� �[H � 
��[H � ･� �[H � �[H
�

� 
��[H �
 

�� �[H � �[H
�

� 
��[H �
!�

　よって，I � 
[ �はすべての実数�[�で単調に増加する。
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　ゆえに，D�E �ならば�I � 
D �I � 
E �が成り立つ。

　また， �ORJ(�H  ORJ �H  �， �ORJ(�H  ORJ �(�H  �(� �であるから

　　　　　　I � 
ORJ(�  
･� �(�
�� �

 
�(�
�

���　J � 
[ �は�I � 
[ �の逆関数であるから，W J � 
[ �とおくと　　[ I � 
W

　よって　　G[ I � � 
W GW

[ �� ���
�(�
�

W �� �ORJ(�

　また，I � 
�  ��であるから，����より

　　　　' �
�( �
�

J � 
[ G[  ' �
ORJ(�

WI � � 
W GW

　　　　　　　　　��� �
�

ORJ(�

� �WI � 
W ' �
ORJ(�

I � 
W GW

　　　　　　　　　��� 
�(�
�
ORJ(� �' �

ORJ(�

I � 
W GW 　……�①

W �� �ORJ(�

X �� ���(� �����

　ここで，' �
ORJ(�

I � 
W GW �について，X WH �とおくと

　　　　　　GX WH GW

　ゆえに　　' �
ORJ(�

I � 
W GW ' �
ORJ(�

･
� �WH

��WH �
WH GW

　　　　　　　　　　　　 �' �
(� �X

��X �
GX �' �

(�

� ���
�

��X �
GX

　　　　　　　　　　　　 ��' �
(�

GX �' �
(� �

��X �
GX  ��

�

(�

� �X �' �
(� �

��X �
GX

　　　　　　　　　　　　 ��(� 
�� ��' �
(� �

��X �
GX 　……�②

X ����� �(�

K
S

�
� �

S

�
�

　ここで，' �
(� �

��X �
GX �について，X WDQK �とおくと

　　　　　　GX 
�
�FRV K

GK

　よって　　' �
(� �

��X �
GX  ' S

�

S
�

･
�

��WDQ K �

�
�FRV K

GK ' S
�

S
�

GK 
S
�

S
�

� �K

　　　　　　　　　　　　�� 
S

�
�

S

�
 

S

��
　……�③

　①，②，③�から　　' �
�( �
�

J � 
[ G[  
�(�
�
ORJ(� �� ���� 
�(� � ･�

S

��

　　　　　　　　　��　　　　　　�� 
�(�
�
ORJ���(� ���

S

�

[�

�\

�2

\ I � 
[

�(�
�

ORJ(�

�

　U　\ I � 
[ �のグラフと，その逆関数�\ J � 
[ �

　　のグラフが直線�\ [�に関して対称であること

　　を考えると，' �
�( �
�

J � 
[ G[ �は，右の図の斜線部

　　分の面積であることがわかる。

　　よって，右の図より，次の等式が成立する。

　　　' �
�( �
�

J � 
[ G[

　　　　　　 
�(�
�
�ORJ(� �' �

ORJ(�

I � 
[ G[

７

S　
���

���
S

 解説

[�

�\

�2

VLQK

�
I � 
K

[
�FRVK

�

3

4

線分�34�の方程式は

 K ��のとき　　  \ ��� �� �[ ��

�� �K
S

�
�のとき　　  �

[

�FRVK

\

VLQK
�

　　　　　　　　　　　　� �� �[ �FRVK �　……�①

 K
S

�
�のとき　　  [ ��� �� �\ ��

①�から　　  \ VLQK� ���
[

�FRVK

�� �[ ��である�[�を固定し，  [ �FRVK �となるときの�K�� ��� �K
S

�
�を�

D�� ��� �D
S

�
�とする。

�� �K D�であるとき　　I � 
K  VLQK� ���
[

�FRVK

とし，I � 
K �の変域を調べる。

　　　　　I � � 
K  �FRVK� ���
[

�FRVK
･

[

�
VLQK

VLQK
�FRV K

　　　��　　　　 ��FRVK
[

�

[

� � ��
�
�FRV K

�

　　　��　　　　 �FRVK
[

� �FRV K
 

�� �FRV K [

� �FRV K

I � � 
K  ��とすると　　  FRVK �)
[

�
　……�②

�� �[ �FRVK �であるから　　 �� ��)
[

�
�

よって，②�を満たす�K�� �� �K D��がただ���つ存在するから，その�K�を�E�� �� �E D��とす

ると， �� �K D�における�I � 
K �の増減は次のようになる。

K � … E … D

I � � 
K � � � � �

I � 
K � � 極大 � �

したがって　　 �� �I � 
K I � 
E

ここで　　VLQE 
�
�� 
�� �FRV E  

�
�

� ���
�
�

� �
[

�

ゆえに　　I � 
E  VLQE � ���
[

�FRVE
 

�
�

� ���
�
�

� �
[

� � �� �
�
�

� �
[

�
 

�
�

� ���
�
�

� �
[

�

[�

�\

�2

�

' �

 \
�
�

� ���
�
�

� �
[

�

 K �，
S

�
�の場合も考えると，線分�34�が通過する領

域�'�は，次の連立不等式で表される。

　 �� �\
�
�

� ���
�
�

� �
[

�
， �� �[ �

すなわち　　 ��
�
�

� �
[

�

�
�\ �， �[ �， �\ �　　

したがって　　9 S' �
� �

� ���
�
�

� �
[

�
G[

[ �� ��

W �� ��

 
[

�
W�とおくと　　  G[ �GW

[�と�W�の対応は右のようになるから

　　　　9 ･S' �
� �

� 
��
�
�W �GW �S' �

�

� 
���� �
�
�W �

�
�W �W GW ��

　���　　　 �S
�

�

� ����W
�

�

�
�W
�

�

�
�W

�W

�
 �S� �����

�

�

�

�

�

�
 
���

���
S

８

S　���　略　　���　��ORJ����ORJ����

 解説

���　I � � 
[  
��� ��� 
�� �[H � [H � 
��[H � ･� 
��[H � [H � �[H

�
� 
��[H �

　　　　�� 
��� 
��[H � [H

�
� 
��[H �

 
�� [H � 
��[H �

�
� 
��[H �

　ゆえに，[!��のとき　　I � � 
[ !�

　よって，I � 
[ �は，[!��で単調に増加するから，逆関数が存在する。

　ここで，
�[ ��
OLP � 
��[H �  ��，

�[ ��
OLP � 
��[H � [H  ���であるから　　

�[ ��
OLP I � 
[  �


　また　　
�[ 

OLPI � 
[  

�[ 

OLP

��� 
�[H � �[H

�� ��[H
 


　ゆえに，任意の実数�D�に対して�I � 
[  D�となる�[!��がただ���つ存在する。

���　\ I � 
[ �の逆関数が�\ J � 
[ �であるから　　[ I � 
\  
��� 
��\H � \H

��\H �

　I � 
�\  ��を解くと，  
��� 
�

� �\H � �\H

�
� �\H �

� �から　　�� �
� �\H  
� �� �

� �\H 
� �\H

　整理して　　�
� �\H ���

� �\H �� �\H  � �

　ゆえに　　　� ��
\

H 
� � ��
� �\H �� �\H  
� �

　 �\ !��であるから　　 �\H !�

　よって　　　 �\H  �　すなわち　 �\  ORJ�

　I � 
�\  ���を解くと，  
��� 
�

� �\H � �\H

�
� �\H �

�� �から　　�� �
� �\H  
� �� �

� �\H 
� �\H

　整理して　　�
� �\H ���

� �\H ��� �\H  � �

　ゆえに　　　� ��
\

H 
� � ��
� �\H �� �\H  
� �

　 �\H !��であるから　　 �\H  �　　　　　よって　　 �\  ORJ�
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　また，[ I � 
\ �より�G[ I � � 
\ G\�であるから

　�　　　　　�' �
��

J � 
[ G[ ' �\

�\

\I � � 
\ G\ 
�\

�\

� �\I � 
\ �' �\

�\

I � 
\ G\

　　　　　　�　　　　　 �\ I � 
�\ � �\ I � 
�\ �' �\

�\ ��� 
��\H � \H

��\H �
G\

　　　　　　�　　　　　 ��ORJ���ORJ����' ORJ �
ORJ � ��\H � \H

��\H �
G\

\ ORJ� � �ORJ�

W ����� �����

　 \H  W�とおくと， \H G\ GW�から　　G\ 
�

W
GW

　ゆえに　　' ORJ �
ORJ � ��\H � \H

��\H �
G\ ' �

�

･
��W �W

��W �

�

W
GW

　　　　　　　　　　　　　　 ' �
� ��W �

��W �
GW ' �

�

� ���
�

��W �
GW

　　　　　　　　　　　　　　 ' �
�

� ����
�

�W �

�

�W �
GW

　�　　　　　　　　　　　　��� 
�

�

� ���W ORJ � 
�W � ORJ � 
�W �

　　　　　　　　　　　　　　 ��ORJ��ORJ����ORJ� ��ORJ��ORJ�

　よって　　' �
��

J � 
[ G[ ��ORJ���ORJ�������ORJ� 
�ORJ�

　　　　　　　　　　��� ��ORJ����ORJ����

９

S　���　略　　���　略　　���　
�Q �Q[

�� 
�( �� Q[ � ( �� Q[
　　���　�ORJ

�(� �

�

 解説

���　
W

�� 
�( �� W �
 

W� 
�( �� W �

�� 
�( �� W � � 
�( �� W �
 

W� 
�( �� W �

�W
 

�( �� W �

�

　よって，W���のとき，ORJ
�( �� W �

�
�

�( �� W �

�
�……�①�が成り立つことを示せば

　よい。

　V 
�( �� W �

�
�とおくと，①�は　　ORJ � 
�V � �V

　また，W���のとき　　V��

　ゆえに，V���のとき，ORJ � 
�V � �V �が成り立つことを示せばよい。

　I � 
V  V�ORJ � 
�V � �とおくと　　I � � 
V  ��
�

�V �
 

V

�V �

　したがって，V���のとき，I � � 
V ���であるから，I � 
V �は単調に増加する。

　このことと�I � 
�  ��から，V���のとき　　I � 
V ��

　よって，V���のとき　　ORJ � 
�V � �V

　以上から，実数�W���に対し，ORJ
�( �� W �

�
�

W

�� 
�( �� W �
�が成り立つ。

���　��[���とする。

　 Q[ ���であるから，����の不等式は�W Q[ �としても成り立ち

　　　　　ORJ
�( �� Q[ �

�
�

Q[

�� 
�( �� Q[ �

　また， Q[ ���より�
�( �� Q[ �

�
���であるから　　ORJ

�( �� Q[ �

�
��

　よって　　��ORJ
�( �� Q[ �

�
�

Q[

�� 
�( �� Q[ �

　すなわち　　��ORJ � 
�( �� Q[ � �ORJ��
Q[

�� 
�( �� Q[ �
　……�②

　また，( �� Q[ ���� �であるから　　
�

�( �� Q[ �
�
�

�

　両辺に� Q[ ��� 
�� �を掛けると　　
Q[

�( �� Q[ �
�

Q[

�

　よって，
Q[

�� 
�( �� Q[ �
�

Q[

�
�であるから，②�より

　　　　　��ORJ � 
�( �� Q[ � �ORJ��
Q[

�

　ゆえに　��' �
�

� ��ORJ � 
�( �� Q[ � ORJ� G[�' �
� Q[

�
G[　……�③

　ここで　　' �
�

� ��ORJ � 
�( �� Q[ � ORJ� G[ ' �
�

ORJ � 
�( �� Q[ � G[�ORJ�' �
�

G[

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　� Q- �ORJ�

　　　　　　' �
� Q[

�
G[ 

�

�

� �
�Q �[

�� 
�Q �
 

�

�� 
�Q �

　したがって，③�から　　�� Q- �ORJ��
�

�� 
�Q �

���　
G

G[
ORJ � 
�( �� Q[ �  

�

�( �� Q[ �
･� �

�Q �Q[

�( �� Q[
 

�Q �Q[

�� 
�( �� Q[ � ( �� Q[

���　Q�� 
� Q,  Q�� ��' �
� G[

( �� Q[
 Q' �

�

� ���
�

( �� Q[
G[ Q' �

� �( �� Q[ �

( �� Q[
G[

　　　　　　 Q' �
� �� 
�� Q[ �

� 
�( �� Q[ � ( �� Q[
G[ ' �

� QQ[

� 
�( �� Q[ � ( �� Q[
G[

　　　　　　 �' �
�

[･
�Q �Q[

�� 
�( �� Q[ � ( �� Q[
G[

　　　　　　 �' �
�

[� �ORJ � 
�( �� Q[ � �G[　　� 
� 
� �より

　　　　　　 �� �

�

� �[ORJ � 
�( �� Q[ � � �' �
�

ORJ � 
�( �� Q[ � G[

　　　　　　 ��ORJ � 
�(� � � �Q- 　……�④

　����の不等式において，
�Q 

OLP

�

�� 
�Q �
 ��であるから，はさみうちの原理により

　　　　　
�Q 

OLP � 
�Q- ORJ�  �　　　　すなわち　　

�Q 

OLP Q-  ORJ�

　よって，④�から　　
�Q 

OLPQ� 
�� Q,  ��ORJ � 
�(� � ��ORJ�  �ORJ

�(� �

�

10

S　���　順に�
�

�
ORJ�，��

S

�
　　���　[ 

�ORJ�

S
�で最小値�� ���

S

�

�
� 
ORJ�

S

　　　���　�  [ �(� ��で最小値�ORJ
�(� �

�

 解説

���　  ' �
S
�

WDQWGW ' �
S
� VLQ W

FRVW
GW �' �

S
� � 
FRVW �

FRVW
GW �

�

S
�

� �ORJ FRVW  �ORJ
�

(�

　　　　　　��� ORJ(�  
�

�
ORJ�

　　　　���  ' �
S
�

�WDQ WGW ' �
S
�

� ��
�
�FRV W

� GW 
�

S
�

� ��WDQW W  ��
S

�

���　I � 
[  ' �
S
�

�
� 
�WDQW [ GW ' �

S
�

� 
���WDQ W �[WDQ W �[ GW

　　　　 ��' �
S
�

�WDQ WGW �['�
S
�

WDQWGW �[ ' �
S
�

GW

　よって，  �, ' �
S
�

WDQWGW，  �, ' �
S
�

�WDQ WGW�とおくと

　　　　　　　　I � 
[  ��
S

�
�[ � �, [ �,  ��

S

�

�

� ��[
� �,

S

� �
�,

S �,

　ゆえに，I � 
[ �は�  [
� �,

S
�で最小値� ��

� �
�,

S
�, �をとる。

　����から　　  
� �,

S

�ORJ�

S
， ��

� �
�,

S �,  ���
S

�

�
� 
ORJ�

S

　したがって，I � 
[ �の最小値は　　 ���
S

�

�
� 
ORJ�

S

　また，そのときの�[�の値は　　
�ORJ�

S

���　 �� �W
S

�
�のとき　　 �� �WDQW �

　>�@　 �[ ��のとき

　　 ��WDQW [ ��であるから

　　　　　  J � 
[ ' �
S
�

� 
�WDQ W [ GW 
�

S
�

� ���ORJ FRVW [W  ��
S

�
[
�

�
ORJ�

　　よって，J � 
[ �は�  [ ��で最小値�
�

�
ORJ� �をとる。

　>�@　 �[ ��のとき

　　 ��WDQW [ ��であるから�

　　　　　  J � 
[ ' �
S
�

� 
�[ WDQ W GW 
�

S
�

� ��[W ORJ FRVW  �
S

�
[
�

�
ORJ�

　　よって，J � 
[ �は�  [ ��で最小値� �
S

�

�

�
ORJ��をとる。

　>�@　 �� �[ ��のとき

　　  [ WDQK， �� �K
S

�
�となる�K�がただ���つ存在し

　　　　' �
S
�

�WDQ W [ GW ' �
S
�

�WDQW WDQK GW

　　　　　　　　　　　� �' �
K

� 
�WDQK WDQ W GW ' K

S
�

� 
�WDQW WDQK GW

　　　　　　　　　　　� �
�

K

� ��� 
WDQK W ORJ FRVW
K

S
�

� ���ORJ FRVW � 
WDQK W

　　　　　　　　　　　� ����KWDQK �ORJFRVK
�

�
ORJ�

S

�
WDQK

　　よって，J � 
[  K � 
K �とおくと
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　　　　K � 
K  ����KWDQK �ORJFRVK
�

�
ORJ�

S

�
WDQK ��� ��� �K

S

�

　　　　K � � 
K  ���� ��WDQK
K
�FRV K

�VLQK

FRVK

S

� �FRV K

　　　　��　　 ����WDQK
�K
�FRV K

�WDQK
S

� �FRV K

　　　　��　　 �
�K
�FRV K

S

� �FRV K
 

�
�FRV K � ���K

S

�

K � …
S

�
…

S

�

K � � 
K � � �

K � 
K � 極小 �

　　  K � � 
K ��とすると　　  K
S

�

　　 �� �K
S

�
�における�K � 
K �の増減表は右のように

　　なる。

　　ゆえに，K � 
K �は�  K
S

�
�で最小値をとる。

　　ここで，  D WDQ
S

�
�とおくと　　  WDQ

S

�
WDQ� ��･

S

�
 

�D

�� �D

　　したがって　　  �
�D

�� �D

　　分母を払って整理すると　　  ���D �D � �

　　 �� �D ��であるから　　  D �(� �

　　また　　K� �
S

�
 �･ ���

S

�
D �ORJFRV

S

�

�

�
ORJ�

S

�
D �ORJ �FRV

S

�

�

�
ORJ�

　　　　　　　　　 �ORJ

�� FRV
S

�

�
ORJ(�  ORJ

�(� �

�

　　よって，K � 
K �は�  K
S

�
�で最小値�ORJ

�(� �

�
�をとる。

　　すなわち，J � 
[ �は�  [ �(� ��で最小値��ORJ
�(� �

�
�をとる。

　ゆえに，>�@�～�>�@�から，J � 
[ �は�  [ �(� ��で最小値�ORJ
�(� �

�
�をとる。
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S　[ 
S

�
�のとき最大値�ORJ � ��

�

�
(� ，[ S�のとき最小値��ORJ�

 解説

>�@　��[�
S

�
�のとき

　��W�[ �では� W�[  �� 
�W [ ，[�W�
S

�
�では� W�[  W�[�であるから

　I � 
[  ' �
[ FRV � 
�W [

�� VLQ � 
�W [
GW�' [

S
� FRV � 
�W [

�� VLQ � 
�W [
GW

　　　 ' �
[

� �� � ��� VLQ � 
�W [ �

�� VLQ � 
�W [
GW�' [

S
� � ��� VLQ � 
�W [ �

�� VLQ � 
�W [
GW

　　　 
�

[

� ��ORJ �� VLQ � 
�W [ �
[

S
�

� �ORJ �� VLQ � 
�W [

　　　 ORJ � 
�� VLQ[ �ORJ � 
�� FRV[

　I � � 
[  
FRV[

�� VLQ[
�
�VLQ[

�� FRV[
 � 
�FRV[ VLQ[ � 
��� VLQ[ FRV[

� 
�� VLQ[ � 
�� FRV[

　　　�� 
(� VLQ� ��[

�

�
S � 
��� VLQ[ FRV[

� 
�� VLQ[ � 
�� FRV[
　　���[ ��

S

�

　I � � 
[  ��とすると　　[ 
S

�

>�@　
S

�
�[�S �のとき

　��W�
S

�
�[�では� W�[ �� 
�W [ �であるから

　I � 
[  ' �
S
� FRV � 
�W [

�� VLQ � 
�W [
GW 

�

S
�

� ��ORJ �� VLQ� 
�W [

　　　 �ORJ � 
�� FRV[ �ORJ � 
�� VLQ[

　I � � 
[  �
VLQ[

�� FRV[
�

FRV[

�� VLQ[
 
�� 
��VLQ[ FRV[ �

� 
�� FRV[ � 
�� VLQ[
　�

S

�
�[ ��S

　よって，
S

�
�[�S �のとき　　I � � 
[ ��

>�@，>�@�から，��[�S �における�I � 
[ �の増減表は次のようになる。

[ � …
S

�
…

S

�
… S

I � � 
[ � � � � � � �

I � 
[ ORJ� � ORJ � ��
�

�
(� � � � �ORJ�

よって，I � 
[ �は

　　[ 
S

�
�のとき最大値�ORJ � ��

�

�
(� ，[ S�のとき最小値��ORJ�

をとる。

12

S　 �D 
 �
� 
�E � ，I � 
[  

�

��� D E �VLQ[ 
�FRV[

 解説

I � 
[  
D

�S ' �
�S

VLQ � 
�[ \ I � 
\ G\�
E

�S ' �
�S

FRV � 
�[ \ I � 
\ G\�VLQ[�FRV[

　　 
D

�S ' �
�S

� 
�VLQ [FRV\ FRV[VLQ\ I � 
\ G\

　　　�
E

�S ' �
�S

� 
�FRV[FRV\ VLQ [VLQ\ I � 
\ G\�VLQ [�FRV[

　　 
D

�S � �' �
�S

FRV\I � 
\ G\ VLQ[�
D

�S � �' �
�S

VLQ\I � 
\ G\ FRV[

　　　�
E

�S � �' �
�S

FRV\I � 
\ G\ FRV[�
E

�S � �' �
�S

VLQ\I � 
\ G\ VLQ[�VLQ [�FRV[

' �
�S

FRV\I � 
\ G\ S��……�①，' �
�S

VLQ\I � 
\ G\ T��……�②　�S，T�は定数��とおくと

　　I � 
[  �
D

�S
S�

E

�S
T ��� VLQ [��

E

�S
S�

D

�S
T ��� FRV[　……�③

③�を�①，②�に代入して

　　S ' �
�S

VLQ \FRV\� ���
D

�S
S

E

�S
T � G\�' �

�S
�FRV \� ���

E

�S
S

D

�S
T � G\　……�④

　　T ' �
�S

�VLQ \� ���
D

�S
S

E

�S
T � G\�' �

�S

VLQ\FRV\� ���
E

�S
S

D

�S
T � G\　�……�⑤

ここで　　' �
�S

�VLQ \G\ 
�

� ' �
�S

� 
�� FRV�\ G\ 
�

� �

�S

� ��\
�

�
VLQ �\  S

　　　　　' �
�S

�FRV \G\ 
�

� ' �
�S

� 
�� FRV�\ G\ 
�

� �

�S

� ��\
�

�
VLQ �\  S

　　　　　' �
�S

VLQ \FRV\G\ 
�

� ' �
�S

VLQ �\G\ 
�

� �

�S

� ��
�

�
FRV�\  �

これらを�④，⑤�に代入すると

　　　　　S �
E

�S
S�

D

�S
T ��� S，T �

D

�S
S�

E

�S
T ��� S

よって　　�
 �� 
�E � S DT ��S ……�⑥

 �DS � 
�E � T ��S ……�⑦

I � 
[ �がただ���つ定まるための条件は，⑥，⑦�を満たす�S，T�がただ���組存在することで

ある。これは�⑥，⑦�を�ST�平面上の直線の方程式と考えると，��直線が平行でない条件

と同値である。

したがって，求める条件は　　 �
� 
�E � � �D 
�　すなわち　 �D 
 �

� 
�E �

このとき，⑥，⑦�を解くと　　S T 
�S

��� D E

これを�③�に代入して　　I � 
[  
�

��� D E �VLQ[ 
�FRV[
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S　���　 �I � 
[  �
[[H ��[ 
�� �[H 　　���　�　　���　 �QI � 
[  

�Q �� ��[ 
��Q [H

 解説

���　 �I � 
[  '�[
[

�I � 
W GW� �I � � 
[  '�[

[
WWH GW��

[H 
� [[H

　　　　� 
�[

[

� �
WWH �'�[

[
WH GW��[ 
�� [H

　　　　� [[H � �[[H �
�[

[

� �
WH ��[ 
�� [H  � [[H ��[ 
�� �[H

���　任意の実数�[�に対して

　　J � 
�[  ' [

�[

� 
�DW E WH GW �'�[

[

� 
�DW E WH GW �J � 
[

　よって，J � 
[ �は奇関数であるから　　'�F

F

J � 
[ G[ �

���　 �I � 
[  �
[[H ��[ 
�� �[H ， �I � � 
[  ��[ 
�� [H � �[[H 　であるから

　　 �I � 
[  '�[
[

�I � 
W GW� �I � � 
[  '�[

[

� ���W WH � 
�W � �WH GW���[ 
�� [H � �[[H

　　　　�� 
�[

[

� �� WWH �'�[

[

� WH GW�
�[

[

� ��� 
�W � �WH �'�[

[
�WH GW���[ 
�� [H � �[[H

　　　　�� � [[H �� �[[H �
�[

[

� ��
WH ��[ 
�� �[H

　　　　　�� 
��[ � [H �
�[

[

� �� �WH ���[ 
�� [H � �[[H

　　　　�� ��[ 
�� [H

　よって， �QI � 
[  � QD [ 
� QE
[H 　……�①�のように表されると推測できる。

　①�が成り立つことを数学的帰納法により証明する。

　>�@　Q ��のとき

　　 �I � 
[  ��[ 
�� [H �であるから，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つ，すなわち　 �NI � 
[  � ND [ 
� NE
[H �のように表される

　　と仮定する。

章末問題Ｃ

-263-



　　　 �� ��N �I � 
[  '�[

[

��N �I � 
W GW� ��N �I � � 
[

　　　　　�　　 '�[

[

� ��'�W

W

�NI � 
X GX �NI � � 
W GW� ��N �I � � 
[

　　 �NI � 
[  � ND [ 
� NE
[H �であるから，����の結果より　　'�[

[

� �'�W

W

�NI � 
X GX GW �

　　したがって　　 �� ��N �I � 
[  '�[

[

�NI � � 
W GW�� ��'�[

[

�NI � 
W GW �NI � � 
[
�

　　　　　　�　　　　　　　 �NI � 
[ � �NI � 
�[ �� �NI � 
[ � �NI � 
�[ �� �NI �� � 
[

　　　　　　�　　　　　　　 � �NI � 
[ � �NI �� � 
[

　　 �NI � � 
[  � ND [� ND 
� NE
[H ， �NI �� � 
[  � ND [�� ND 
� NE

[H �であるから

　　　 �� ��N �I � 
[  �� ND [ 
� NE
[H �� ND [�� ND 
� NE

[H  �� ND [�� ND 
�� NE
[H

　　 �N �D  � ND ��……�②， �N �E  � ND �� NE ��……�③�とおくと，

　　　 �� ��N �I � 
[  � �N �D [ 
� �N �E [H �と表される。

　　よって，Q N���のときも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について， �QI � 
[  � QD [ 
� QE
[H �のように表される。

　②�より，� �QD �は初項� �D  �，公比���の等比数列であるから　　 QD  �･
�Q ��  Q�

　これを�③�に代入すると　　 �Q �E  � QE ��･
Q�

　両辺を� �Q �� �で割ると　　
�Q �E
�Q ��
 

QE
Q�
�
�

�

　よって，数列�� �
QE
Q�
�は，初項� �E

�
 
�

�
，公差�

�

�
�の等差数列であるから

　　　　　　
QE
Q�
 
�

�
��Q 
�� ･

�

�
 
�

�
Q

　よって　　 QE  
Q� ･
�

�
Q �･

�Q �� ･Q

　ゆえに　　 �QI � 
[  �
Q� [ 
��･

�Q �� ･Q
[H  �Q �� ��[ 
��Q [H

14

S　���　 �D  FORJF�F��， �D  �
�F �
� 
ORJF � �F ORJF�

�

�
�F �
�

�
　　���　略

　　　���　略　　���　略

 解説

���　 QD  ' F

�
�Q �Q[ Q

� 
�ORJ[ G[ Q
� 
�� ' F

�
�Q �Q[ Q

� 
ORJ[ G[

　よって　 �D  �' F

�

ORJ[G[ �
F

�

� ��[ORJ[ [  FORJF�F��

　　　　　 �D  ' F

�

�[ �
� 
ORJ[ G[ 

F

�

� ����[ �
� 
ORJ[ �[ ORJ[

�

�
�[

　　　　　　 � �F �
� 
ORJF � �F ORJF�

�

�
�F �
�

�

���　I � 
[  
�

�
�[�ORJ

�

[
 
�

�
�[ORJ[ �����[����とおくと

[ � …
�

H
… �

I � � 
[ � � � � �

I � 
[ � � 極小 � �

　I � � 
[  ORJ[��

　I � � 
[  ��とすると　[ 
�

H

　��[���における�I � 
[ �の増減表は右のように

　なる。

　よって，I � 
[ �は��[ 
�

H
�で最小値�I� �

�

H
 
�

�
�
�

H
��をとる。

　
�

�
�
�

H
!��であるから　　I � 
[ !�

　また，��[���のとき��ORJ[���であるから　��[ORJ
�

[
�
�

�

���　 QD  ' F

�

･Q
Q

� �[ORJ
�

[

�

[
G[

　��F���であるから，����より�F�[���のとき

　　　　　　��
Q

� �[ORJ
�

[
�

Q

� �
�

�
　……�①

　よって　　Q
Q

� �[ORJ
�

[
･
�

[
�Q

Q

� �
�

�
･
�

[
　�F�[ 
��

　ゆえに　���� QD �' F

�

･Q
Q

� �
�

�

�

[
G[ 

Q
Q� F

�

� �ORJ[  
Q
Q�

� 
�ORJF  
Q
Q�
ORJ
�

F

���　①�において，等号は常には成り立たないから

　　　　　 QD  ' F

�

･Q
Q

� �[ORJ
�

[

�

[
G[!�

　ゆえに，����から　�� QD �
Q
Q�
ORJ
�

F
　……�②

　ここで，Q���に対して，二項定理により

　　　 Q�  Q
� 
�� � !��Q�

Q� 
�Q �

�
!

Q� 
�Q �

�

　よって　　��
Q
Q�
�

�

�Q �

　
�Q 

OLP

�

�Q �
 ��から，はさみうちの原理により　　�

�Q 

OLP

Q
Q�
 �

　ゆえに　
�Q 

OLP

Q
Q�
ORJ
�

F
 �

　②�から，はさみうちの原理により　
�Q 

OLP QD  �
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S　ORJ���

 解説

��個のボールに対し，箱に入れる方法は��Q�通りあるから，Q�個のボールを��Q�個の箱に

入れる方法は　　 Q
� 
�Q �通り

どの箱にも���個以下のボールしか入らない場合の数は，異なる��Q�個のものから�Q�個を

取り出して並べる順列の総数に等しいから　　 Q�Q3 �通り

よって　　 QS  
Q�Q3
Q

� 
�Q
 

･･�Q� 
��Q � …… � 
�Q �
Q� QQ

 
･･� 
�Q � � 
�Q � …… � 
�Q Q

Q� QQ

　　　　　　 
･･� ���

�

Q � ���
�

Q
…… � ���

Q

Q
Q�

ゆえに　　ORJ QS  ORJ� �･･� ���
�

Q � ���
�

Q
…… � ���

Q

Q
�ORJ Q�

　　　　　　　　 
 N �

Q

& ORJ� ���
N

Q
�QORJ�

よって　　
�Q 

OLP

ORJ QS

Q
 

�Q 

OLP � ��

�

Q  N �

Q

& ORJ� ���
N

Q
ORJ�  ' �

�

ORJ � 
�� [ G[�ORJ�

　　　　　�　　　　��� 
�

�

� �� 
�� [ ORJ � 
�� [ �' �
�

G[�ORJ�

　　　　　�　　　　��� �ORJ��ORJ��
�

�

� �[ �ORJ�  ORJ���

16

S　���　�FRV
NS

�Q) �� � �VLQ
NS

�Q
　　���　�

 解説

[�

�\

�2
NS

�Q

$�� 
��，�

N4
N0

N5
@N�

3

�

�

��

��

&

���　2$ �，23 �，�23$ 
S

�
�であるから�

　　　　　�2$3 
S

�

　よって　�2$ N5  
NS

�Q

　線分� N4 N5 �の中点を� N0 �とすると

　　　　　 �
N$5 � �

N$4  � N$5 
� N$4 � N$5 
� N$4

　　　　　　　　　��　��� � N$0 �� N4 N0

　　　　　　　　　��　��� � N$0 ( ��N24 �
N20

　　　　　　　　　�����　 ���FRV
NS

�Q) �� � �VLQ
NS

�Q

　　　　　　　　　　　� �FRV
NS

�Q) �� � �VLQ
NS

�Q

���　����から　
�

Q  N �

�Q �

& � 
��N$5 �
N$4  

�

Q  N �

�Q �

& �FRV
NS

�Q) �� � �VLQ
NS

�Q

　　　　　　　　　　　　　　　　 �･
�

Q  N �

Q

& FRV� �
S

�
･
N

Q ) �� � �VLQ � �
S

�
･
N

Q

　よって，
�Q 

OLP

�

Q  N �

�Q �

& � 
��N$5 �
N$4  ,�とすると

　　　　　　��, �' �
�

FRV
S

�
[) �� � �VLQ

S

�
[ G[

[ �� ��

W �� ��

　�VLQ
S

�
[ W�とおくと　　　

S

�
FRV

S

�
[G[ GW

　ゆえに　　, �' �
�

( �� �W ･
�

S
GW 

��

S ' �
�

( �� �W GW

　ここで，' �
�

( �� �W GW�の値は半径���の四分円の面積であるから　　, 
��

S
･
S

�
 �

17

S　���　略　　���　略

 解説

���　N!��であるから，��[���において　　
�� [

�N �
�
�� [

�N [
�
�� [

N

　よって　　' �
� �� [

�N �
G[�' �

� �� [

�N [
G[�' �

� �� [

N
G[

　ここで　　' �
� �� [

�N �
G[ 

�

�N � �

�

� ��[
�

�
�[  

�

�� 
�N �
，

　　　　　　' �
� �� [

N
G[ 

�

N �

�

� ��[
�

�
�[  

�

�N

　ゆえに　　
�

�� 
�N �
�' �

� �� [

�N [
G[�

�

�N
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���　' �
� �� [

�N [
G[ ' �

�

� ����
�N �

�N [
G[

　　　　　　　� 
�

�

� ���[ � 
�N � ORJ � 
�N [

　　　　　　　� �N 
�� �ORJ � 
�N � ��ORJN ��

　よって，����から　　
�

�� 
�N �
��N 
�� ORJ

�N �

N
���

�

�N

　さらに，各辺に�
�

�N �
�を掛けると

　　　　　　　　　　
�

� �
� 
�N �

�ORJ
�N �

N
�

�

�N �
�

�

�N� 
�N �

　
�

�N �
�

�

�N �
�であるから

　　　　　　　　　　
�

�� 
�N � � 
�N �
�ORJ

�N �

N
�

�

�N �
�

�

�N� 
�N �

　各辺について，N Q，Q��，……，P���における値の和を考える。

　　
 N Q

�P �

&
�

�� 
�N � � 
�N �
 
�

�  N Q

�P �

& � ��
�

�N �

�

�N �

　　　　　　　　　　�� 
�

� �
�

�Q � ��
�

�P �

　　　　　　　　　　�� 
�P Q

�� 
�P � � 
�Q �

　　
 N Q

�P �

&
�

�N� 
�N �
 
�

�  N Q

�P �

& � ��
�

N

�

�N �
 
�

� �
�

Q ��
�

P
 

�P Q

�PQ

　　
 N Q

�P �

& � ��ORJ
�N �

N

�

�N �
 ORJ� ����

�Q �

Q

�Q �

�Q �
……

P

�P �
�

 N Q

�P �

&
�

�N �

　　　　　　　　　　　　　� ORJ
P

Q
�

 N �Q �

P

&
�

N

　したがって　　
�P Q

�� 
�P � � 
�Q �
�ORJ

P

Q
�

 N �Q �

P

&
�

N
�

�P Q

�PQ

[�N N��

�N �$

N$

N%

N&

　T　\ 
�

[
�のグラフ上で，[�座標が�N，N���である点

　　を考え，それぞれ� N$ ， �N �$ �とおく。

　　このとき　　 N$ �� �N，
�

N
， �N �$ ��N ���，

�

�N �

　　また，点�� �N，
�

�N �
�を� N% ，\ 

�

[
�の� �N �$ �における

　　接線と直線�[ N�の交点を� N& �とする。

　　このとき，△ N$ �N �$ N% �の面積を� �6 ，

　　　　　　　曲線�\ 
�

[
�と直線�[ N，\ 

�

�N �
�で囲まれる部分の面積を� �6 ，�

　　　　　　　△ N& �N �$ N% �の面積を� �6

�N �$

N$

N%

N&

�N �$

N$

N%

N&

�N �$

N$

N%

N&

�6�6�6

　　とすると　　 �6 � �6 � �6

　この面積の大小関係から，不等式

　　　　　　　
�

� �
� 
�N �

�ORJ
�N �

N
�

�

�N �
�
�

� �
�

N ��
�

�N �

　が導かれる。以降は，上の証明と同様に示せる。
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S　���　略　　���　略

 解説

�2

�

�D [

�

�D [

� �D，
�

D

D�[ D�[D

\

W

$

(

%

+
) '

* &

���　��[�D �であるから　　��D�[�D�D�[

　\ 
�

W
�は下に凸であるから，右の図のように点�$，

　%，&，'，(，)，*，+�をとることができる。

　ここで，点�(，*�は�\ 
�

W
�上の点�� �D，

�

D
�におけ

　る接線と�$%，'&�との交点である。

　　　' �D [

�D [ �

W
GW!� 
台形�(%&*  � 
長方形�)%&+

　　　　　　　 ��D 
�[ ��D �
�[ �
�

D
 
�[

D

　同様にして　　' �D [

�D [ �

W
GW�� 
台形�$%&'  

�

� �
�

�D [ ��
�

�D [
･��D 
�[ ��D �
�[

　　　　　　　　　　　　 [�
�

�D [ ��
�

�D [

　よって，与えられた不等式は成り立つ。

���　' �
�

 
�

W
GW  

�

�

� �ORJW ORJ�，' �
� �

W
GW ' �

�
� �

W
GW�' �

�

� �

W
GW�と分けて考える｡

　����において，D�[ �，D�[ 
�

�
��すなわち��D 

�

�
，[ 

�

�
�とおくと

　　　　　
�

�
�' �

�
� �

W
GW�

�

��
　……�①

　また，����において，D�[ 
�

�
，D�[ ���すなわち��D 

�

�
，[ 

�

�
�とおくと

　　　　　
�

�
�' �

�

� �

W
GW�

�

��
　……�②

　①�と�②�を辺々加えると　　
�

�
�
�

�
�' �

�
� �

W
GW�' �

�

� �

W
GW�

�

��
�
�

��

　よって　　
��

��
�' �

� �

W
GW�

��

��

　
��

��
 �����……�!����，

��

��
 �����……�������であるから　　�����ORJ������
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S　���　�　　���　
S

�

 解説

���　 Q5 � 
[ �の第���項の分母は���でないから　　[
��

　 Q5 � 
[ �の第���項の�� �　 �の中は，初項��，公比��[，項数�Q���の等比数列の和である

　から　　　 Q5 � 
[  
�

�� [
�
�� �Q �

� 
�� �Q �[

�� [
 

�Q �
� 
�� �Q �[

�� [

　ゆえに　　 ' �
�

Q5 � 

�[ G[ �' �

�

Q5 � 

�[ G[ ' �

� ��Q �[

�� �[
G[

　
��Q �[

�� �[
� ��Q �[ �であり，等号は常には成り立たないから

　　　' �
� ��Q �[

�� �[
G[�' �

�
��Q �[ G[ 

�

�

� �
��Q �[

��Q �
 

�

��Q �

　したがって　　 ' �
�

Q5 � 

�[ G[ �

�

��Q �

　
�Q 

OLP

�

��Q �
 ��であるから　　

�Q 

OLP ' �

�

Q5 � 

�[ G[ �

���　この無限級数の初項から第�Q���項までの部分和を� �Q �6 �とすると

　　　　 �Q �6  ��
�

�
�
�

�
�
�

�
��……��

Q
� 
��

�

��Q �

　' �
�

Q5 � 

�[ G[ ' �

� G[

�� �[
�' �

�

� ����� �[ �[ �…… ��
Q

� 
�� �Q[ G[

　ここで，, ' �
� G[

�� �[
，- ' �

�

� ����� �[ �[ �…… ��
Q

� 
�� �Q[ G[�とする。

[ �� ���

K �� �
S

�

　[ WDQK �とおくと　　G[ 
GK
�FRV K

　[�と�K�の対応は右のようになる。

　　　, ' �
S
� �

�� �WDQ K
･

GK
�FRV K
 ' �

S
�

GK  
�

S
�

� �K
S

�

　　　- 
�

�

� ����[
�[

�

�[

�
�…… ��

Q
� 
��

��Q �[

��Q �

　　　�� ��
�

�
�
�

�
��……��

Q
� 
��

�

��Q �
　であるから

　　' �
�

Q5 � 

�[ G[ 

S

�
����

�

�
�
�

�
��……� �� Q

� 
��
�

��Q �
 

S

�
� �Q �6

　����より，
�Q 

OLP ' �

�

Q5 � 

�[ G[ ��であるから　　

�Q 

OLP � ��

S

�
�Q �6  �

　よって　　
�Q 

OLP �Q �6  

S

�
　　　　したがって，求める和は　　

S

�

20

S　���　略　　���　���
Q

� 
��

�Q �
　　���　�ORJ���

 解説

���　 Q6 �' �
� �

�� [
G[  ' �

� �� Q
� 
�[

�� [
G[�' �

� �

�� [
G[  ' �

� � Q
� 
�[

�� [
G[

　　　　　　　　　　� �Q �
� 
�� ' �

� Q[

�� [
G[  ' �

� Q[

�� [
G[

　��[���のとき， Q[ ��，��[���であるから　　
Q[

�� [
� Q[

　よって　　' �
� Q[

�� [
G[�' �

�
Q[ G[� 

�

�

� �
�Q �[

�Q �
 

�

�Q �

　ゆえに　　 Q6 �' �
� �

�� [
G[ �

�

�Q �

���　��[���のとき

　　　　　　
�� Q

� 
�[

�� [
 
�� Q

� 
�[

�� � 
�[
 ��� 
�[ � �

� 
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