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S　�ア�　�　　�イ�　�　　�ウ�　�　　�エ�　��　　�オ�　�

 解説

�
� ��[ � �の展開式の一般項は　　 U�& �

�U[

�[ �の項は�U ��のときで，その係数は　　 ��&  
ア�

�[ �の項は�U ��のときで，その係数は　　 ��&  
イ�

また， �
� ���[ [ � �の展開式の一般項は

　　　　　
��

S�T�U�
�S[ T[ ･

U
� ��  

��

S�T�U�
U

� �� ��S T[

ただし　　S�T�U �　……�①

�[ �の項は��S�T ��のときで，これと�①�を同時に満たす���以上の整数�S，T，U�は

S �，T �，U ���のみである。

よって， �[ �の係数は　　
��

������
�

� ��  ウ�

同様にして， �[ �の項は�S �，T �，U ��のときであるから， �[ �の係数は　　　　　　

　　　　　　　　　　　
��

������
�

� ��  エ��

ここで， �
� ��[ � �

� ���[ [ � �の展開式における� ��[ �の係数を考える。

�
� ��[ � �の項は� ��[ ， �[ ， �[ ， �[ ，定数項だけであることと� �

� ���[ [ � �の項を考えて

　　　　　　　　　　　 ��[  �[ ･
�[ ，�� ��[  �[ ･

�[

の場合がある。

よって，上で求めたア�～�エより， ��[ �の係数は　　��� �� ���� オ�

２

S　���　略　　���　
Q

N
　　���　略

 解説

���　  Q�  Q� �� �  ����Q& �Q& �……� QQ&
 N �

Q

& NQ&

���　  NQ&
Q�

N�� �Q N �
，  �N ��Q �&

� �Q � �

� �N � �� �Q N �

　よって　  
NQ&

�N ��Q �&
 

Q�

N�

� �Q � �

� �N � �

Q

N

���　����から　  ･N NQ& ･Q �N ��Q �& 　　また，����から　  
 N �

�Q �

& N�Q �&
�Q ��

　よって　  
 N �

Q

& ･N NQ&  
 N �

Q

& ･Q �N ��Q �&  Q
 N �

Q

& �N ��Q �&  Q
 N �

�Q �

& N�Q �& ･Q
�Q ��

３

S　���　�� �[ ���[��　　���　��� �[ ���[��　　���　��� �[ �����[����

 解説

���　 �
� ��[ �  �

� ���[ � �� �の展開式で�[�の���次以下の項が� �[ �で割ったときの余りであ

　る．

　よって　 ��&
�

� �[
�

� �� � ��& �[･
�

� �� � ��&
�

� ��  �� �[ ���[��

���　 ��
� �[ � �の展開式で�[�の���次以下の項が� �[ �で割ったときの余りである．

　よって　 ����&
�[ ･

��� � ����& [･
��� � ����&

���  ��� �[ ���[��

���　[�� W�とおくと　[ W��

　よって， ��[ �すなわち� ��
� �W � �を， �

� �[ � �すなわち� �W �で割ったときの余りは，����の結

　果から　��� �W ���W�� ��� �
� �[ � ����[ �� �� ��� �[ �����[����

４

S　���　���　　���　�ア�　�　　�イ�　��

 解説

���　 ���  [�とおくと　　 ���� ��･
��� �� �[ ��[��

　　　　　　　　　　�　 ��� � ��� �� �[ �[��

　 �[ ��[���を� �[ �[���で割ると次のようになる。

　　　　

���[ [ �

���[ �[ �

���[ ������������������������� �[ �

���[ �[ �[

����[ �[ �������� �[ �

���[ �[ �[

��� �[ �[ �

��� �[ ��[ �

�[ �

　したがって，余りは　　 ��� �� ����� ���

���　 �[ �� �[ ��[�N�を�[���で割ると次のようになる。

　　　　

�[ �

���[ �[ �

����[ � �[ �[ N

��[ �� �[

�� �[ �[

�� �[ �[

��[ N

��[ �

�N �

　よって，商は　　 �[ � �
ア�[��

　また，余りは���であるから　　N�� �　　　　ゆえに　　N �
イ��

５

S　���　D ��，E �　　���　�
�[ ��[ �� �

�[ ��[ ��

　　　���　[ 
��� �(�
�

，
�� (��
�

 解説

���　�右辺� �[ �� �D[ � �D �� ���E �[ �E[ �  �[ ���D � �E �[ ��E[� �D ��

　であるから，等式は　　 �[ ��� �[ ���[�� �[ ���D � �E �[ ��E[� �D ��

　両辺の係数を比較すると

　　　　　　�D� �E  ���　……�①，

　　　　　　�E ��　……�②，

　　　　　　 �D �� �　……�③

　②�から　　E �

　①�に代入して　　�D��� ���　　　よって　　D ��

　これは�③�を満たす。

　したがって　　D ��，E �

���　D ��，E ��のとき，����の等式から

　　　 �[ ��� �[ ���[�� �
� ��[ � � �

� ��[ �  ��
�[ �� ���[ ��� ��

�[ �� ���[ ���

　　　　　　　　　　　�� �
�[ ��[ �� �

�[ ��[ ��

���　����から　　�
�[ ��[ �� �

�[ ��[ ��  �

　ゆえに　　 �[ ��[�� ���または�� �[ ��[�� �

　よって　　[ 
��� �(�
�

，
�� (��
�

６

S　���　証明略，D E F　　���　証明略，D E F　　���　証明略，D E

 解説

���　��
�D � �E � �F � �

� ��D E F  � �D �� �E �� �F ���DE�EF �FD

　　　　　　　　　　　　　　�� �
�D ��DE � �E ��

�E ��EF � �F ��
�F ��FD � �D

　　　　　　　　　　　　　　�� �
� �D E � �

� �E F � �
� �F D ��

　ゆえに　　��
�D � �E � �F �

�
� ��D E F

　等号が成り立つのは　D�E ��かつ�E�F ���かつ��F�D ���すなわち��D E F�のと

　きである。

　T　コーシー���シュワルツの不等式

　　　�
�D � �E � �F �

�[ � �\ � �] � �
� ��D[ E\ F]

　　　>等号が成り立つのは，D\ E[�かつ�E] F\�かつ�F[ D]�のとき@

　　において，[ \ ] ��とすると

　　　��
�D � �E � �F � �

� ��D E F

　　等号が成り立つのは，D E �かつ�E F�かつ�F D��すなわち��D E F�のときであ

　　る。

���　
�

� �)
��D E F

�
�

�

� �
��(D (E (F

�

　 
��D E F

�
�

�����D E F �(D (E �(E (F �(F(D

�

　 
������D �E �F �(D (E �(E (F �(F (D

�

　 
���� �(D (E �

� �(E (F �
� �(F (D

�
��　��……�①

　よって　　
�

� �)
��D E F

�
�

�

� �
��(D (E (F

�
　……�②

　D，E，F�が正の数のとき��)
��D E F

�
!�，

��(D (E (F

�
!��であるから

　　　　　　)
��D E F

�
�

��(D (E (F

�

　等号が成り立つのは，①�から　D E F�のときである。

���　3 
�

�
D

E
(D

E

D
(E � ��(D (E �とすると

　　　　3 
�

� ��
D

E
(D

E

D
(E � �

� �(D (E  
�D
�E
��(DE �

�E
�D
��D��(DE �E

　　　　��� 
����D �D �E �D �E �E

�D �E
 � ��D �E � ��D �E

�D �E

　　　　��� � �D E �
� �D E � ���D DE �E

�D �E

　D!�，E!��であるから　　3��

　ゆえに　　
�

�
D

E
(D

E

D
(E � ��(D (E
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D

E
(D �

E

D
(E ��， (D �(E ���であるから

　　　　　　
D

E
(D �

E

D
(E � (D �(E

　また，等号が成り立つのは�D E�のときである。

７

S　���　略　　

　　　���　[ 
�

��
，\ 

�

��
�のとき最小値�

�

��
�　　

　　　���　[ 
�(��
��

，\ 
�(��
��

�のとき最大値�(��

 解説

���　�
�D � �E �

�[ � �\ � �
� �D[ E\  �D �[ � �D �\ � �E �[ � �E �\ � �D �[ ��DE[\� �E �\

　　　　　　　　　　　　　　　� �D �\ ��DE[\� �E �[  �
� �D\ E[ ��

　よって　　�
�D � �E �

�[ � �\ � �
� �D[ E\

U　等号が成り立つのは�D\ E[�のときである。

　なお，この不等式はコーシー���シュワルツの不等式と呼ばれている。

���　����の不等式に�D �，E ��を代入すると

　　　　　�
�� � �� �

�[ � �\ �
�

� ��[ �\

　�[��\ �　……�①�であるから　　���
�[ � �\ ��　　よって　　 �[ � �\ �

�

��

　等号が成り立つのは��\ �[　……�②�のときである。

　①，②�を解くと　　[ 
�

��
，\ 

�

��

　ゆえに， �[ � �\ �は�[ 
�

��
，\ 

�

��
�のとき最小値�

�

��
�をとる。

���　����の不等式に�D �，E ��を代入すると

　　　　　　�
�� � �� �

�[ � �\ � �
� ��[ �\

　 �[ � �\  �　……�①�であるから　　��･��
�

� ��[ �\

　ゆえに　　�(�� ��[��\�(��

　等号が成り立つのは��\ �[　……�②�のときである。

　①，②�を解くと

　　　　�[ �
�(��
��

，\ �
�(��
��

　�複号同順�

　このうち，�[��\ (�� �となるのは�[ 
�(��
��

，\ 
�(��
��

�のときである。

　したがって，�[��\�は�[ 
�(��
��

，\ 
�(��
��

�のとき最大値�(�� �をとる。

８

S　[ (� ���で最大値� (
�

�

 解説

�[ �

���[ �[ �
 

�

���[ �[ �

�[ �

 
�

��[ �
�

�[ �

[!��であるから，
�[ �

���[ �[ �
�が最大となるのは，[���

�

�[ �
�が最小となるときであ

る。[!��のとき�[��!��であるから，� 相加平均 �� 相乗平均 �により

　　　　　　[���
�

�[ �
��) ･� �[ �

�

�[ �
 �(�

等号が成り立つのは，[�� 
�

�[ �
�のときである。

このとき　　 �
� �[ �  �　　　[��!��であるから　　[�� (�

したがって，[ (� ���で最大値�
�

�(�
 (�
�
�をとる。

１

S　���　
��� N

�� �N �
　　���　���乗

 解説

���　 ��
� �[ � �の展開式の一般項は　　 U��&

��� U[ ･
U�  U� U��&

��� U[

　 N[ �����N ��� �の係数を� ND �とすると　　 ND  
��� N� ��� N��&

　よって　　
�N �D

ND
 

��� N� ��� N��&
��� N� ��� N��&

　　　　　　��　　 
�

�
･

���

� ��� N �� ���� � ��� N �
� � ��� N �� ���� � ��� N �

���

　　　　　　　��　 
�

�
･

���

� ��� N �� �N � �
･
� ��� N �N�

���
 

��� N

�� �N �

���　���の結果から

　　>�@　
�N �D

ND
���とすると　　

��� N

�� �N �
��

　　　両辺に���N �� �>!�@�を掛けて　　���N���N ��

　　　これを解いて　　N!
��

�
 ����　　　　　よって，N����のとき　　 ND ! �N �D

　　>�@　
�N �D

ND
!��とすると　　���N!��N ��

　　　これを解いて　　N�
��

�
 ����　　　　　よって，N����のとき　　 ND � �N �D

　ゆえに　　 �D � �D �……� ��D � ��D ! ��D !……! ��D

　よって，[�の����乗の係数が最大になる。

２

S　���　略　　���　略

 解説

���　 Q
� �� [ Q

� �� [  �Q& � �Q& � �Q& [�…… � QQ&
Q[

　　　　　　　　　� �Q& [� �Q& � �Q& [�…… � QQ&
Q[ �……

　　　　　　　　　� QQ&
Q[ � �Q& � �Q& [�…… � QQ&

Q[

　ゆえに， Q
� �� [ Q

� �� [ �の展開式において， Q[ �の項の係数は， NQ&  �Q NQ& �により

　　　　　　　　 �Q& ･ QQ& � �Q& ･ �Q �Q& �……� NQ& ･ �Q NQ& �……� QQ& ･ �Q&

　　　　　　　 �
�Q& �

�
�Q& �……�

�
NQ& �……�

�
QQ&

　一方， �Q
� �� [ �の展開式において， Q[ �の項の係数は　　�� Q�Q&

　したがって　　 �
�Q& �

�
�Q& �……�

�
QQ&  Q�Q&

���　N NQ&  N･
Q�

N�� �Q N �
 Q･

� �Q � �

� �N � �� �Q N �
 Q �N ��Q �& �が成り立つ。

　また　　 �Q ��  �Q �
� �� �  ��Q �& � ��Q �& � ��Q �& ��……�� �Q ��Q �&

　よって，これらのことから

　　　 �Q& �� �Q& �� �Q& ��……��Q QQ&  Q� ��Q �& � ��Q �& � ��Q �& ��……� � �Q ��Q �&

　　　　　　　　　　　　　　　　　　� Q･
�Q ��

３

S　���　略　　���　略　　���　略　　���　�

 解説

章末問題Ａ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　�章末問題Ｂ
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���　U･ UQ&  U･
Q�

� �Q U �U�
 

Q�

� �Q U �� �U � �

　　Q･ �U ��Q �&  Q･
� �Q � �

� �Q U �� �U � �
 

Q�

� �Q U �� �U � �

　よって　　U･ UQ&  Q･ �U ��Q �&

���　S�は素数であるから，S�� �である。

　ゆえに，����の等式から　　U･ US&  S･ �U ��S �& 　……�>$@

　ここで， US& �， �U ��S �& �は整数である。

　また，S�は素数，U�は���U�S���を満たす整数であるから，S�と�U�は互いに素であ

　る。

　よって，>$@�から， US& �は�S�の倍数である。

　したがって， US& �は�S�で割り切れる。

���　二項定理により

　　　 S
� �� [  �S& � �S& [� �S&

�[ ��……�� US&
U[ ��……�� QQ&

S[ 　……�①

　この等式�①�で�[ ��とおくと

　　　 S�  �S& � �S& � �S& �……� �S �S& � SS&

　　　　 �� �S& � �S& �……� �S �S& 　……�②

　����より，��U�S���のとき， US& �は�S�の倍数であるから， �S& � �S& �……� �S �S& �

　�は�S�の倍数である。

　S�� �であるから，②�より， S� �を�S�で割った余りは���である。

���　����の等式�①�に�[ ��を代入すると

　　　　　 S�  �S& �� �S& �
�� �S& �……�

�S �� �S �S& � S� SS&

　　　　　　　��� S� ���� �S& �
�� �S& �……�

�S �� �S �S& 　……�③

　����より，��U�S���のとき， US& �は�S�の倍数であるから，

　� �S& �
�� �S& �……�

�S �� �S �S& �はS�の倍数である。

　よって，③�から， S� �を�S�で割った余りは， S� ���を�S�で割った余りに等しい。

　����より， S� �を�S�で割った余りは���であり，また，S�� �であるから， S� �を�S�で割った

　余りは　　　　　　　　　��� �

４

S　���　商は　[��，　余りは　��[��

　　　���　; ��，　< �

　　　���　D ��(�

 解説

��[ �[

�[ �

����[ � �[ ��[ �

��[ � �[

���������� �[ ��[

���������� �[ ��[

������������������ �[ �

���　割り算を実行すると，右のようになる。

　よって，商は　[��，　　余りは　��[��

���　����より

　　　 �[ �� �[ ���[�� �
�[ ��[ �[ �� ��[��

　[ D�を代入すると

　　　 �D �� �D ���D�� �
�D ��D �D �� ��D��

　すなわち　　; <�D �� ��D��

　D�について整理すると　　�� �< D�;��<�� �

　D�は無理数，;，<�は有理数であるから　　��< �，　;��<�� �

　よって　　　; ��，　< �

���　< ��から　　 �D ��D �

　よって， �D ��D�� ��を解いて　　D ��(�

　素数���の平方根�(� �は無理数であるから，��(� �は無理数である。

　また，D�は正の数であるから　　D ��(�

５

S　3 � [  
�[ �[��

 解説

3 � [ �を定数とすると条件と矛盾する。よって

　　3 � [  
QD[ � �Q �E[ �……

とおく。ただし，D
�，Q���である。

よって

　　3 � �[ � �3 � [  D Q
� �[ � �E �Q �

� �[ � �……�� ��QD[ �Q �E[ ……

　　　　　　　　　� �Q �DQ[ � �Q �T � [

ただし， �Q �T � [ �を�Q���次以下の整式とする。

3 � �[ � �3 � [  �[�は�[�についての恒等式であるから，最高次の項を比較して

　　Q�� �　……�①，　　DQ �　……�②

①�から　　Q �

よって，②�から　　D �

このとき，3 � [  
�[ �E[�F�とおける。

3 � �  ��から　　F �

また　　　3 � �[ � �3 � [  
�

� �[ � �E�[ �� �F��
�[ �E[ �F

　　　　　　　　　　　　� �[�E��

よって　　�[�E�� �[

この等式は，[�についての恒等式であるから　　E�� �

すなわち　　　E ��

したがって　　3 � [  
�[ �[��

６

S　���　略　　���　略　　���　略

 解説

� � 　�右辺�－�左辺� 
\

�� \
�

[

�� [
 

�\� �� [ [� �� \

� �� \ � �� [
 

�\ [

� �� \ � �� [

　��[�\�であるから　　
�\ [

� �� \ � �� [
��　　　　よって　　

[

�� [
�

\

�� \

　U　等号が成り立つのは，[ \�のときである。

� � 　
�

� 右辺 � �
� 左辺  �

� �D E � ��D E  �
�D �� D E � �E ��

�D ��DE � �E

　　　　　　　　　� �� DE �DE

　ここで，� DE �DE� DE �であるから　　�� DE �DE ��

　ゆえに　　 ��D E � �
� �D E

　 D�E ��， D � E ���であるから　　 D�E � D � E

　U　等号が成り立つのは， DE  DE ��すなわち��DE���のときである。

� � 　� � �より，�� D�E � D � E �であるから，� � �において，[ D�E ，\ D � E �と

　すると　　
�D E

�� �D E
�

�D E

��� D E
 

D

��� D E
�

E

��� D E
��……�①

　ここで，�� D � E ��� D ，�� D � E ��� E �であるから

　　　　　　
D

��� D E
�

E

��� D E
�

D

�� D
�

E

�� E
��……�②

　①，②�から　　
�D E

�� �D E
�

D

�� D
�

E

�� E

　U　等号が成り立つのは，

　　　　 D�E  D � E ��かつ��
D

��� D E
 

D

�� D
��かつ��

E

��� D E
 

E

�� E

　　すなわち��D ���または��E ��のときである。

７

S　���　略　　���　略

 解説

���　��
�D � �E � �F � �

� ��D E F  � �D �� �E �� �F ��DE��EF��FD

　　　　　　　　　　　　　�� �
� �D E � �

� �E F � �
� �F D ��

　よって　　��
�D � �E � �F � �

� ��D E F

　また，等号が成り立つとき

　　　　　D�E ���かつ��E�F ���かつ��F�D �

　すなわち　　D E F

���　����を利用すると　　��
�D � �E � �F � �

� ���D �E �F

　よって　　���
�D � �E � �F �� �

� ���D �E �F  �
� ��� ���D �E �F

　����から　　 �
� ��� ���D �E �F � �

� �
�

� ��D E F  �
� ��D E F

　ゆえに　　���
�D � �E � �F � �

� ��D E F

８

S　���　>略@　　���　�D��E��F� ��������������������������������のとき最大値���

 解説

���　  �� �� �D E� � �D� E� � �D� � � �E� �

　条件より� �D ��� �E ��であるから� �D� ��� �E� �

　ゆえに　 �� �D� � � �E� � �　　よって　 ��D� E� �� �D E�

　等号は�  D� ��または�  E� �

　すなわち　D ��または�  E ��のときに成立する．

���　����で証明した不等式を用いると� ���D� E� F� ��� �D E� F� �……�①

� ��� � ��D E F� �……�②

  ��� � �� ��

　①�の等号は�D ��または�E ��のときに成り立ち，②�の等号は�  �D E �

　または�F ��のときに成り立つ．ゆえに，  ��D E F ��であるから

　�D��E��F� ��������������������������������のとき最大値����をとる．

９

S　略

 解説

$

%

&

'4

3
E

E

K
K

K

D

2

2$ D，23 24 E，

�$2& �&2' K������K ���� �とおく．

△$23�において，余弦定理により

　　　　　 �$3  �D � �E ��DEFRVK

△324�において，余弦定理により

　　　　　 �34  �E � �E �� �E FRVK

よって

　　 �$3 � �34  �D � �E ��E�D �E FRVK

　　　　　　　 �D �E �D�E ��EFRVK

D!E，���K�����であるから

　　　　D�E!�，

章末問題Ｂ
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　　　　D�E��EFRVK!E�E��EFRVK �E�� �FRVK !�

ゆえに　 �$3 � �34 !�　　すなわち　 �$3 ! �34

したがって　　$3!34

T　�$32 D�とおくと　�234 �����D

D

$

%

&

'4

3
E

E

K
K

K

D

2

　△$23�において，正弦定理により　
$3

VLQK
 

D

VLQ D

　よって　　$3 
DVLQ K

VLQ D

　△324�において，正弦定理により　
34

VLQK
 

E

VLQ � ����� D

　すなわち　
34

VLQK
 

E

VLQD

　よって　　34 
EVLQK

VLQD

　D!E�であるから　　$3!34

10

S　[ 
�� (��
�

�で最小値��

 解説

�[ �� �[ � �[ ��[��� �
�[ �[ �� �

�[ �[ �� ���

であるから

　　
�����[ � �[ �[ �[ ��

���[ [ �
 

�� ���[ [ � � ���[ [ � ��

���[ [ �

　　　　　　　　　　　　�� �
�[ �[ �� �

��

���[ [ �

　　　　　　　　　　　　�� �
�[ �[ �� �

��

���[ [ �
��　……�①

ここで， �[ �[���について　　 �[ �[�� 
�

� ��[
�

�
�
��

�
!�

よって， �[ �[��!�，
��

���[ [ �
!��であるから，相加平均���相乗平均の大小関係に

より　　�
�[ �[ �� �

��

���[ [ �
��) ･� ���[ [ �

��

���[ [ �
 �･� ��　……�②

①，②�から　　I � [ ����� �

等号が成り立つのは� �[ �[�� 
��

���[ [ �
�すなわち� �[ �[�� ��のときである。

ゆえに　　 �[ �[�� �

[���であるから，この���次方程式の解は　　[ 
�� (��
�

したがって，関数�I � [ �は�[ 
�� (��
�

�で最小値����をとる。

11

S　[ \ ] ���のとき最小値����

 解説

�[��\ ��] �
�

[
�
�

\ ��
�

]
 �����

\

[ ��
[

\
���

]

\ ��
\

]
���

[

] ��
]

[

�

[
�
�

\
�
�

]
 
�

�
�より

　　　　　　[��\��] �������
\

[ ��
[

\
���

]

\ ��
\

]
���

[

] ���
]

[

[!�，\!�，]!��であるから，相加平均���相乗平均の大小関係から

　
\

[
�

[

\
��)

\

[
･
[

\
 �，　

]

\
�

\

]
��)

]

\
･
\

]
 �，　

[

]
�

]

[
��)

[

]
･
]

[
 �

等号は，それぞれ�
\

[
 

[

\
，

]

\
 

\

]
，

[

]
 

]

[
�のとき成立するから，[ \ ]�のときす

べての等号が成立する。

このとき，
�

[
�
�

\
�
�

]
 
�

�
�から　　

�

[
 
�

�

よって　　　[ \ ] ��

したがって，[��\��] �は，[ \ ] ���のとき

　　　　　　　　　　　最小値������･����･�� ���

をとる。

T　[!�，\!�，]!��であるから，コーシー���シュワルツの不等式により

　　　�
�

� ([ � �
� (�\ �� �

� (�] ���
�

� �)
�

[
��
�

� �)
�

\ �
�

� �)
�

]

　　�
�

� �([ ･ �)
�

[
(�\ ･ �)

�

\
(�] ･)

�

]

　すなわち　　�[��\ ��] �
�

[
�
�

\ ��
�

]
� �

� ��� � �

　よって　　　�[��\ ��] ･
�

�
� ��

　ゆえに　　　[��\��]����

　等号は，([ ���(�\ ���(�]  )
�

[
���)

�

\
���)

�

]
��[!�，\!�，]!��

　　　　　かつ　
�

[
�
�

\
�
�

]
 
�

�
，

　すなわち�[ \ ] ���のとき成立する。

　したがって，求める最小値は　　���

１

S　���　
S�

�S � �S �…… US �
　　���　略　　���　略

 解説

���　 S
� ����[ �[ …… U[ �は，S�個の因数� �[ � �[ �……� U[ �の積

　� �[ � �[ �…… � U[ �� �[ � �[ �…… � U[ �……�� �[ � �[ �…… � U[ �である。

　 S
� ����[ �[ …… U[ �の展開式における� �S

�[
�S

�[ ……
US

U[ �� �S � �S �……� US  S��の項

　は，S�個の因数のうちから， �[ �を� �S �個， �[ �を� �S �個，……， U[ �を� US �個取り，それらを

　掛け合わせて得られる項をすべて加え合わせたものである。

　それらの項の数は，S�個の因数のうちから， �[ �を� �S �個��� �[ �を� �S �個，……， U[ �を� US �個

　選ぶ順列の総数であるから， �S

�[
�S

�[ ……
US

U[ �の項の係数は　　
S�

�S � �S �…… US �

���　 S
� ����[ �[ …… U[ �の展開式における� S

�[ ， S
�[ ，……， S

U[ �の係数はそれぞれ���で

　ある。

　したがって，����から，

　　　　 S
� ����[ �[ …… U[ ��

S
�[ � S

�[ �…… � S
U[ ���……�①　

　　の各項は　　�
S�

�S � �S �…… US �
�S

�[
�S

�[ ……
US

U[

　　�　　　　　　ただし　 �S � �S �……� US  S，

　　　　　　　　　　　　��L�U�について　�� LS �S����……�②

　と表すことができる。�

　ここで，
S�

�S � �S �…… US �
 

S･� �S � �

�S � �S �…… US �
�は整数であるが，S�は素数であり，②�から，

　この式の分母は�S�を素因数にもたない。

　ゆえに，
S�

�S � �S �…… US �
�は�S�の倍数である。よって，①�は�S�で割り切れる。

���　����の�①�において， �[  �[  …… U[  ��を代入すると， SU �U U�
�S �U �� �は素数

　S�で割り切れる。

　ここで，U�は�S�で割り切れないから， �S �U ���は�S�で割り切れる。

２

S　���　��　　���　順に������，���　　���　��　　���　略

 解説

���　 �
� �� �[ �の展開式の一般項は　　 U�& ･

�� U� ･
U

� � �[  U
� �� U�&

�U[

　 �[ �の項は��U ���すなわち��U ��のときで，その係数は　　 �
� �� ��&  ��

���　 �
� �� [ �の展開式の一般項は　　 S�& ･

�� S� ･
S[  S�&

S[

　 �
� �� \ �の展開式の一般項は　　　 T�& ･

�� T� ･
T

� �\  T
� �� T�&

T\

　よって， �
� �� [ �

� �� \ �の展開式の一般項は　　 T
� �� S�& ･ T�&

S[ T\

　[ �\ �の項は�S �，T ��のときで，その係数は　　 �
� �� ��& ･ ��&  ��･�� ����

　 �[ �\ �の項は�S �，T ��のときで，その係数は　　 �
� �� ��& ･ ��&  ��･�� ���

���　求める値は， �
� �� [ �

� �� \ �の展開式における�[，\�の���次の項，すなわち� �\ ，[ �\ ，

　 �[ �\ ， �[ \， �[ �の係数の和である。

　これは�\ [�とおいた� �
� �� [ �

� �� \  �
� �� �[ �の展開式における� �[ �の係数に等しい。

　����により，求める値は　　��

T　� 与式  �� ��& ･ ��& � ��& ･ ��& �
�

� ��&  ���･���� ･�� �
���  ��
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���　I � Q �は�
Q

� �� [ Q
� �� \ �の展開式における�[，\�の���次の項，すなわち� �\ ，[ �\ ，

　 �[ �\ ， �[ \， �[ �の係数の和である。

　これは�\ [�とおいた� Q
� �� [ Q

� �� \  Q
� �� �[ �の展開式における� �[ �の係数に等しい｡

　 Q
� �� �[ �の展開式の一般項は　　 UQ& ･

�Q U� ･
U

� � �[  U
� �� UQ&

�U[

　 �[ �の項は��U ���すなわち��U ��のときであるから　　I � Q  
�

� �� �Q&  
Q� �Q �

�

　よって，I � Q �は�Q�の���次式である。

T　I � Q  �� �Q& ･ �Q& � �Q& ･ �Q& �
�

� �Q&

　　　　　 ���･
Q� �Q � � �Q � � �Q �

･･･� � � �
�Q �･

Q� �Q � � �Q �

･･� � �
�

�

� �
Q� �Q �

�

　　　　　 
Q� �Q �

�� ��Q �� �Q �� ��Q�Q �� ��Q�Q ���

　　　　　 
Q� �Q �

�� �
�Q ��Q���� �Q ��Q�� �Q ��Q  

Q� �Q �

��
･� 

Q� �Q �

�

　よって，I � Q �は�Q�の���次式である。

３

S　���　略　　���　I � [  
�[ �� �[ �� �[ ��[��

 解説

���　I � [  QD
Q[ � �Q �D �Q �[ �……� �D [� �D ��� QD 
� ��とおくと

　　　　　　　　　 �[ I� �
�

[
 

QD
�Q �[
�

�Q �D
�Q �[
�……� �D

�[

　この右辺は，Q���のとき多項式にならない。

　一方，条件��$��から� �[ I� �
�

[
�は多項式である。

　よって，条件��$��を満たす多項式�I � [ �の次数は���以下である。

���　I � [  �D
�[ � �D

�[ � �D
�[ � �D [� �D �とおくと

　　　　　　　　　 �[ I� �
�

[
 �D

�[ � �D
�[ � �D

�[ � �D [� �D �

　条件��$��から　　 �D
�[ � �D

�[ � �D
�[ � �D [� �D  �D

�[ � �D
�[ � �D

�[ � �D [� �D

　この両辺の各項の係数を比較すると　　 �D  �D ， �D  �D

　よって　　　　　I � [  �D
�[ � �D

�[ � �D
�[ � �D [� �D 　……�①

　条件��%��において，[ �，[ ��を代入すると

　　　　　　　　　　I � �  I � � ，I � ��  I � �

　これと条件��&��から

　　　　　 �D  �，��� �D �� �D � �D  �，��� �D �� �D � �D  �� �D ��� �D �� �D

　よって　　　　　　 �D  �， �D  ��， �D  �

　①�に代入して　　I � [  
�[ �� �[ �� �[ ��[��

　このとき　　I � �� [  �
� �� [ �� �

� �� [ �� �
� �� [ ���� �[ ��

　　　　　　　　　　��� ����[��
�[ �� �[ � �[ ������[��

�[ � �[

　　　　　　　　　　　　　　　�������[ � �[ ���� �[ ��

　　　　　　　　　　��� �[ �� �[ �� �[ ��[�� I � [

　となり，条件��%��を満たす。

　したがって　　　I � [  
�[ �� �[ �� �[ ��[��

４

S　���　略　　���　略

 解説

���　
�

D
�
�

E
�
�

F
 

�

��D E F
�から　　

��EF FD DE

DEF
 

�

��D E F

　ゆえに　　�D�E �F �DE�EF �FD  DEF

　　　　　　�D��E ��F ��E �F D ��EF �DEF �

　　　　　　�E �F �D � �
� �E F D�EF�E �F  �

　　　　　　�E �F �
�D ��E �F D ��EF  �

　よって　　�E �F �F �D �D �E  �

　ゆえに　　D�E �　または　E�F �　または　F�D �

　D�E ��のとき　　E �D�

　Q�は奇数であるから　　
�
QD
�
�
QE
�
�
QF
 
�
QD
�

�
Q

� �D
�
�
QF
 
�
QF

　　　　　　　　　　　　
�

Q
� ��D E F

 
�

Q
� ��D D F

 
�
QF

　したがって　　
�
QD
�
�
QE
�
�
QF
 

�
Q

� ��D E F

　E�F �，F�D ��のときも同様に成り立つ。

　以上から　　　
�
QD
�
�
QE
�
�
QF
 

�
Q

� ��D E F

���　[�� ;，\�� <，]�� =��とおくと，条件の式は

　　　　　;�<�= �， �; � �< � �=  �

　 �; � �< � �=  �;�< �= �
�; � �< � �= �;<�<= �=; ��;<=�であるから

　　　　　　　　� �;<=　すなわち　;<= �

　ゆえに　　　　�[ �� �\ �� �] ��  �

　したがって　　[�� �　または　\�� �　または　]�� �

　すなわち，[，\，]�の少なくとも���つは���に等しい。

５

S　���　略　　���　略　　���　略　　���　略

 解説

���　 �
� �Q � ��Q �� �Q �� �Q ��  �Q �� �Q ���Q����

�Q �� �Q ���Q ��

　　　　　　　　　　　　　　　�� Q��!�

　したがって　　�Q �� �Q �� �Q �� � �
� �Q �

　よって　　　　 �
(� �Q � � �Q � � �Q � �Q��　……�①

U　まず，�Q �� �Q �� � �
� �Q � �が成り立つことを示し，両辺に�Q���を掛けても

　よい。

���　�Q �� �Q �� �Q �� � �
� �Q �  �Q ��� �Q ���Q�����

�Q �� �Q ���Q ���

　　　　　　　　　　　　　　　� � �Q ��Q��

　　　　　　　　　　　　　　����� � �Q ��Q���Q �� !�

　したがって　　 �
� �Q � ��Q �� �Q �� �Q ��

　よって　　　　Q��� �
(� �Q � � �Q � � �Q � 　……�②

���　�Q �� �Q �� �Q �� � �
� �Q �  �Q ��� �Q ���Q�����

�Q �� �Q ���Q ���

　　　　　　　　　　　　　　　� �Q ��Q��!�

　したがって　　 �
� �Q � ��Q �� �Q �� �Q ��

　よって　　　　Q��� �
(� �Q � � �Q � � �Q � 　……�③

U　まず， �
� �Q � ��Q �� �Q �� �が成り立つことを示し，両辺に�Q���を掛けても

　よい。

���　②，③�の辺々を掛けて

　　　　　　　　 �
� �Q � � �

(� �Q � � �Q � � �Q � � �Q � � �Q � � �Q �

　したがって　　Q��� �
(� �Q � � �Q � � �Q � � �Q � � �Q � � �Q �

　①�において，Q�を�Q���におき換えると

　　　　　　　　 �
(� �Q � � �Q � � �Q � �Q��　……�④

　①，④�の辺々を掛けて

　　　　　 �
(� �Q � � �Q � � �Q � � �Q � � �Q � � �Q � ��Q �� �Q ��

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　��� �Q ��Q���

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　��� 
�

� ��Q
�

�
�
�

�
�

�

� ��Q
�

�

　したがって　　 �
(� �Q � � �Q � � �Q � � �Q � � �Q � � �Q � �Q�

�

�

　以上から　　　Q��� �
(� �Q � � �Q � � �Q � � �Q � � �Q � � �Q � �Q�

�

�

６

S　���　最小値�
�N

�
　　���　最大値�

�(� �

�

 解説

���　[��\ N�より　[ ��\�N

　よって　 �[ �� �\  �
� ���\ N �� �\  � �\ ��N\� �N  �

�

� ��\
N

�
�

�N

�

　ゆえに，\ 
N

�
，[ 

N

�
�のとき， �[ �� �\ �は最小値�

�N

�
�をとる．

���　[��\ N�とすると　I � [，\  
�N �

���[ � �\ �

　N����のとき，I � [，\ ���となる．最大値を考えるのだから，N!���としてよい．

　このとき，����から

　　I � [，\ �
�N �

�
�N

�
�

 
�� �N �

��N �
 

�

��N �

�N �

 
�

�� �N � � �N � ��

�N �

　　　　　��� 
�

��N �
��

�N �

 
�

���N �
��

�N �
�

　ここで，N��!�，
��

�N �
!��より，�相加平均���相乗平均��から

　　　　　　N���
��

�N �
��(��  �(�

　よって　
�� �N �

��N �
�

�

��(� �
 

�(� �

�

　ゆえに　I � [，\ �
�(� �

�

　等号が成り立つのは，\ 
N

�
，[ 

N

�
　かつ　N!��　かつ　N�� 

��

�N �
�のとき，

　すなわち，[ \ ���(�　のときである．

　このとき，I�� [，\ �は最大値�
�(� �

�
�をとる．

７

S　���　証明略，等号は�[ \�のとき成り立つ
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　　　���　証明略，等号は�Q ��または� �D  �D  �……� QD ���Q �� �のとき成り立つ

 解説

���　 ![ �， !\ ��より， ![\ ��であるから

　　　　　　 ��
\

[

[

\
� 

���\ �[ �[\

[\
 

�
� �[ \

[\
��

　よって　　 ��
\

[

[

\
�

　等号が成立するための条件は，  [ \�である。

���　>�@　  Q ��のとき

　　左辺  ･ �D
�

�D
�，右辺  �� ��より，成り立つ。

　>�@　 �Q ��のとき

　　　� ��D �…… QD � ���
�

�D
……

�

QD

　　 �D � ���
�

�D
……

�

QD
� �D � ���

�

�D
……

�

QD
��…… QD � ���

�

�D
……

�

QD

　　 � �����
�D

�D
……

�D

QD
�� ����

�D

�D
� ……

�D

QD
��…… � ����

QD

�D
QD

�D
…… �

　　 �Q � ��
�D

�D
�D

�D
��…… � ��

LD

MD
MD

LD
�……�� ��

�Q �D

QD
QD

�Q �D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　�ただし， �� �L �M Q �

　　ここで， �� �L �M Q �を満たす自然数の組�� L，M �は�  �Q&
Q� �Q �

�
�個ある。

　　また， !LD �， !MD ��であるから，����より

　　　　　　　 ��
LD

MD
MD

LD
�　　�等号成立は�  LD MD �のとき�

　　よって　　� ��D �…… QD � ���
�

�D
……

�

QD
� �Q ��

Q� �Q �

�
 �Q

　  Q ��のとき，等号は常に成り立つ。

　 �Q ��のとき，等号が成立するための条件は　　  �D  �D  …… QD

U　一般に，次のシュワルツの不等式が成り立つ。

　　　� ����[ �[ …… Q[ � ����\ �\ …… Q\ �
�

� ����[ �\ �[ �\ …… Q[ Q\

　  L[ LD ，  M\
�

MD
�とすると，����の不等式になる。

８

S　���　略　　���　� [，\  � �，� ，� �，�

 解説

���　 �[  �\ �]�から　　�[ �\ �[ �\  ]

　]!��から　　�[ �\ �[ �\ !�

　[!�，\!��より，[�\!��であるから　　[�\!�

　よって　　[!\　……�①

　また　　\�
]

�\
�[ 

��� �\ ] �[\

�\
 

��� �\ � ��[ �\ �[\

�\
 

�
� �[ \

�\

　\!�，①�から　　
�

� �[ \

�\
!�

　よって　　\�
]

�\
![　……�②

　①，②�から　　\�[�\�
]

�\

���　[，\�を正の整数とすると，\���より��( ��\ � !��であるから，����の結果を利用す

　ると，次の不等式が成り立つ。

　　　\�[�\�
�( ��\ �

�\
　……�③

　ここで　　
�( ��\ �

�\
 �)

��\ �
�\
 �) �

�

\

�
�\
 ��) ��

�

� ��
�

\
� � �

　よって，③�から　　\�[�\��

　[，\�は整数であるから　　[ \��，\��，\��

　>�@　[ \���のとき

　　 �
� �\ �  �\ ��( ��\ � �から　　�\�� �( ��\ �

　　両辺を���乗すると　　 �
� ��\ �  ����\ ��

　　整理すると　　� �\ ����\��� �

　　これを解くと　　\ 
��� �(��
�

　　\�は整数であるから，不適。

　>�@　[ \���のとき

　　 �
� �\ �  �\ ��( ��\ � �から　　\�� �( ��\ �

　　両辺を���乗すると　　 �
� �\ �  ���\ ��

　　整理すると　　 �\ ��\�� �

　　よって　　�\ �� �\ ��  �　　　　ゆえに　　\ �，�

　　\ ��のとき�[ �，\ ��のとき�[ �

　>�@　[ \���のとき

　　 �
� �\ �  �\ ��( ��\ � �から　　�\�� �( ��\ �

　　両辺を���乗すると　　 �
� ��\ �  ����\ ��

　　整理すると　　�� �\ ���\���� �

　　この���次方程式は実数解をもたないから，不適。

　>�@�～�>�@�から，求める正の整数�[，\�の組は　　� [，\  � �，� ，� �，�

９

S　略

 解説

　 ����[ �\ � �[ �\ �[\( �� �[ ( �� �\

 ���[ � �� �\ �\ � �� �[ �[\( �� �[ ( �� �\

 
�

� �[( �� �\ \( �� �[ ��

　 �� � ����[ �\ � �[ �\ �[\( �� �[ ( �� �\

 ������ �[ �\ �[ �\ �[ �\ �[\( �� �[ ( �� �\

 ��� �� �[ � �� �\ �[ �\ �[\( �� �[ ( �� �\

 
�

� �( �� �[ ( �� �\ [\ ��

よって　　 �� �����[ �\ � �[ �\ �[\( �� �[ ( �� �\ �

T　 ����[ �\ � �[ �\ �[\( �� �[ ( �� �\

　　 ���[ � �� �\ �\ � �� �[ �[\( �� �[ ( �� �\

　　 
�

� �[( �� �\ \( �� �[

　 [��， �\ ��より�  [ FRVD ��� �� �D S ，  \ FRVE �� �� �E S �となる�D，E�が存在

　する。

　　　　　 �[( �� �\ \( �� �[  �� FRVD ( �� �FRV E � FRVE ( �� �FRV D

　　　　　　　　　　　　　　　 �� FRVD VLQE � FRVE VLQD

　　　　　　　　　　　　　　　 �FRVDVLQE FRVEVLQD

　　　　　　　　　　　　　　　 VLQ � �D E

　 ��� �VLQ � �D E ��から　　 �� ��VLQ � �D E �

　よって　　 �� �
�

� �[( �� �\ \( �� �[ �

　したがって　　 �� �����[ �\ � �[ �\ �[\( �� �[ ( �� �\ �
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