
１

S　���　 QD  ��Q����， ��D  ��

　　　���　�ア�　�Q���　　�イ�　第����項　　�ウ�　�第����項

 解説

���　初項が����，公差が������� ���であるから，一般項は

　　　　　 QD  �����Q �� ･� ��  ��Q����　

　また　　 ��D  ��･������ ��

���　�ア�　初項を�D，公差を�G�とすると， ��D  ��， ��D  ���であるから

　　　　　�
 �D ��G ��

 �D ��G ��
　　　これを解いて　　D ���，G �

　　よって，一般項は　　 QD  �����Q �� ･� �Q���

　�イ�　 QD  ����とすると　　�Q��� ���

　　これを解いて　　Q ��　　　よって　　第����項

　�ウ�　 QD !��とすると　　�Q���!�　　　これを解いて　　Q!��

　　したがって，初めて正になるのは　　第����項

２

S　���　���　　���　����

 解説

���　この等差数列の初項は���，公差は����であるから，末項����が第�Q�項であるとすると

　　　　　　　　　����Q �� ･� ��  ��

　すなわち　　��Q��� ��　　　　ゆえに　　Q �

　よって，初項���，末項���，項数���の等差数列の和を求めて

　　　　　　　　　
�

�
･���� ���  ����

���　公式� Q6  
�

�
Q��D��Q ��� G �において，Q ��，D ��，G ��であるから，

　求める和は　　
�

�
･�������� ･�  �����

３

S　���　第����項　　���　第����項，���

 解説

���　初項から第�Q�項までの和を� Q6 �とすると

　　　��　　　 Q6  
�

�
Q��･����Q �� ･� ���  

�

�
Q���� ��Q

　　　　　　　�� �Q��� �Q 　……�①

　 Q6 ���とすると　　���Q��� �Q ��

　Q!��であるから　　���Q��　　　　よって　　Q!��

　これを満たす最小の自然数�Q�は　　Q ��

　ゆえに，初項から第����項までの和が初めて負となる。

���　数列�� �QD �の一般項は　　 QD  ����Q �� ･� ��  ��Q���

　 QD ���とすると　　��Q�����　　　　よって　　Q!
��

�
 ����

　これを満たす最小の自然数�Q�は　　Q ��

　ゆえに，数列�� �QD �は第����項以降が負になるから，初項から第����項までの和が最大と

　なる。

　その最大値は　　 ��6  �･����� ���  ���

T　①�から　　 Q6  �Q��� �Q  ��� ��Q ��Q  �� �
� �Q �� ��･ ���

　　　　　�　　　　� �� �
� �Q �� ����

　よって， Q6 �は�Q ���で最大値�����をとる。

　ゆえに，初項から第����項までの和が最大で，その最大値は　���

４

S　���　 QD  ����
�Q �

� �� ， �D  �����　　���　��･
�Q �

� �
�

�

 解説

���　初項が��，公比が�
��

�
 ���であるから，一般項は

　　　　　　 QD  ����
�Q �

� ��

　また　　　 �D  ����
�� �

� ��  �����

���　初項を�D，公比を�U，一般項を� QD �とすると， �D  ��， �D  ����であるから

　　　　　　�
 DU ����　��……�①

 �DU ���　……�②

　②�から　　DU･ �U  ���　　　これに�①�を代入して　　�� �U  ���

　ゆえに　　� �U  
��

�
　　　すなわち　 �U  

�

� �
�

�
　　　U�は実数であるから　　  U

�

�

　このとき，①�から　　D ��･
�

�
 ��　　　したがって　　 QD  ��･

�Q �

� �
�

�

５

S　���　���　　���　���

 解説

���　
�� ��� �

�� �
 ��

�� ��  ���

���　末項����が第�Q�項とすると　　�� �･ �Q ��

　よって　　 �Q ��  ��　　　　すなわち　　 �Q ��  ��

　ゆえに　　Q�� �　　　　�よって　　Q �

　したがって，求める和は　　
�� ��� �

�� �
 ���

T　初項�D，公比�U�の等比数列の第�Q�項を�O�とすると，初項から第�Q�項までの和は

　　　　　　　　　　
D� �� QU

�� U
 
�D ･U D �Q �U

�� U
 

�D UO

�� U

　よって，求める和は次のように計算できる。

　　　　　　　　　　　　　
�� ･� ��

�� �
 ���

６

S　[ �，\ ��

 解説

数列�[，��，\�が等比数列であるから

　　　　　　 ���  [\　　　　　�よって　　[\ ���　……�①

数列���，\，[�が等差数列であるから

　　　　　　�\ ���[　　　　よって　　[ �\���　……�②

②�を�①�に代入して　　��\ ��� \ ���　　　　整理して　　 �\ ���\��� �

ゆえに　　　�\ �� �\ ���  �　　　　よって　　\ ��，��

条件より，\!��であるから　　\ ��

これを�②�に代入して　　[ �　　　　これは条件���[�\�を満たす。

したがって　　[ �，\ ��
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１

S　���　 QD  ��Q���， ��D  ���

　　　���　�ア�　��Q���　　�イ�　第����項　　�ウ�　第����項

 解説

���　初項が���，公差が�  �� �� ���であるから，一般項は

　　　　　  QD ��� ･� �Q � � ��  ���Q ��

　また　　  ��D �･�� �� �� ���

���　�ア�　初項をD，公差を�G�とすると， ��D  ���， ��D  ����であるから

　　　D���G ���，D���G ���　　　これを解いて　　D ��，G ��

　　ゆえに　　 QD  ����Q �� ･� ��  ��Q���

　�イ�　 QD  �����とすると　　��Q��� ����

　　これを解いて　　Q ��　　　よって　　第����項

　�ウ�　 QD ����とすると　　�Q!��　　　よって　　Q!
��

�
 ����

　　したがって，初めて負になるのは　　第����項

２

S　���　6 ����　　���　6 �����

 解説

���　初項が��，公差が���であるから，末項����が第�Q �項であるとすると

　　　　　���Q �� ･� ��　　　よって　　Q ��

　ゆえに，初項��，末項���，項数����の等差数列の和を求めて

　　　　　6 
�

�
･���� ���  ����

���　6 
�

�
･�����･�������� �� ･� ���  �����

３

S　���　なりえない　　���　Q ��　　���　Q ��

 解説

初項を�D，公差を�G，第�Q�項を� QD �とすると　　 �D  D��G， ��D  D��G

�D  ���， ��D  ���であるから　　D��G ���，D��G ��

これを解いて　　D ���，G ��

よって　　　 QD  �����Q �� ･� ��  ��Q����

���　 QD  ���とすると　　��Q���� ��

　ゆえに　　�Q ��　　　これを満たす自然数�Q�は存在しない。

　よって，���はこの数列の項となりえない。

���　　　　　　 Q6  
�

�
Q��･�����Q �� ･� ���  

�

�
Q���� ��Q

　 Q6 ���とすると　　Q���� ��Q ��　　すなわち　　Q��Q ���� !�

　Q!��であるから　　�Q����!�　　　ゆえに　　Q!
���

�
 ����……

　Q�は自然数であるから　　Q���　　　よって，求める�Q�の値は　　Q ��

���　 QD !�となる最大の�Q�に対して� Q6 �は最大となるから

　　 QD  ��Q����!�　　よって　Q�
���

�
 ����……

　　よって，Q ���のとき，和� Q6 �は最大となる。

T　����から

　　　　 Q6  
�

�
Q���Q ����

　　　　　� �
�

�

�

� ��Q
���

�
�
�

�
･

�

� �
���

�

　
���

�
 ����……�であるから　���と����では����に近い。

　したがって，Q ���のとき，和� Q6 �は最大となる。

４

S　���　 QD  ��
�Q �

� �
�

�
　　

　　　���　 QD  �･
�Q �� 　または　 QD  �･

�Q �
� �� �

 解説

���　初項が���，公比が�
��

��
 
�

�
�の等比数列であるから，一般項は

　　　　　　　　　　 QD  ��
�Q �

� �
�

�

���　初項を�D，公比を�U�とすると　 QD  
�Q �DU �

　 �D  ��， �D  ����であるから

　　　　 �DU  ��　……�①， �DU  ���　……�②

　 �DU  �DU ･ �U �であるから，①�を�②�に代入して　�� �U  ���

　ゆえに　 �U  ��　　よって　U ��

　①�から，U ��のとき��D �，U ���のとき��D �

　したがって，一般項は　 QD  �･
�Q �� 　または　 QD  �･

�Q �
� �� �

５

S　���　���　　���　���

 解説

���　
�� ��� �

� ��

�� � ��
 
�� ��� � ����

�
 

･� ���

�
 ���

���　項数を�Q�とする。

　���･
�Q �

� ��
�

�
 ��から　　

�Q �

� ��
�

�
 
�

��
　　すなわち　　

�Q �

� ��
�

�
 

�

� ��
�

�

　ゆえに　　Q�� �　　よって　　Q �

　したがって，求める和は　　

���� ���
�

� ��
�

�

�� � ��
�

�

 ���

T　初項�D，公比�U，末項�O�の等比数列の和�6�は　　6 
�D UO

�� U
 

�UO D

�U �

よって　

���� ･� ��
�

�
�

�� � ��
�

�

 ���

６

S　D �，E ����または��D 
�

�
，E 

��

�

 解説

数列���，D，E�が等差数列であるから

　　　　　　　　　　��D ���E　……�①

数列�D，E，���が等比数列であるから

　　　　　　　　　　� �E  ��D　　���……�②

①�から　E �D��　……�③　　　　②�に代入して　　 �
� ��D �  ��D

整理して　　� �D ���D��� �　　����これを解いて　　D �，
�

�

③�から　���　　D �，E ����または��D 
�

�
，E 

��

�
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１

S　�，�，��　　

 解説

　��つの数を�D�G，D，D�G�とおく。条件から

　　　　　　�D �G �D��D �G  ����……�①，�����D �G ･D･�D �G  �����……�②

　①�から　　�D ��　　　　よって　　D �

　これを�②�に代入すると　　�� �G ･�･�� �G  ���　　　　ゆえに　　��� �G  ��

　よって　　 �G  �　　　　これを解いて　　G ��

　G ��のとき　　　D�G �，D�G ��

　G ���のとき　　D�G ��，D�G �

　したがって，求める���つの数は　　�，�，��

　T　��つの数を�D，E，F�とする。

　　これらが等差数列をなすから　　�E D�F�……�①

　　また，条件から　　D�E�F ���……�②，��DEF ����……�③

　　①，②�から　　E �，F ���D�……�④

　　④�を�③�に代入すると　　D･�･��� �D  ���

　　整理すると　�D ��� �D ��  �　　ゆえに　D �，��

　　D ��のとき　④�から　F ��　　よって　� D，E，F  � �，�，��

　　D ���のとき　④�から　F �　　よって　� D，E，F  � ��，�，�

　　よって，求める���つの数は　　�，�，��

２

S　���　����　　���　����　　���　����　　���　�����　　���　����

 解説

���から�����までの自然数のうち，自然数�Q�の倍数の和を�6 � Q �とする。

���　���から�����までの自然数のうち，��の倍数を順に並べると

　　　　　　　　　�･�，�･�，�･�，……，�･��

　これは初項���，末項����，項数������� ���の等差数列であるから

　　　　　　　　　6 � �  
�

�
･����� ����  ����

���　���から�����までの自然数のうち，��の倍数を順に並べると

　　　　　　　　　�･�，�･�，�･�，……，�･��

　これは初項���，末項����，項数������� ���の等差数列であるから

　　　　　　　　　6 � �  
�

�
･����� ����  ����

���　���から�����までの自然数のうち，��で割って���余る数を順に並べると

　　　　　　　　　�･���，�･���，�･���，……，�･����

　これは初項���，末項����，項数������� ���の等差数列であるから，求める和は

　　　　　　　　　
�

�
･����� ����  ����

���　���から�����までの自然数の和は

　　　　　　���から�����までの自然数の和�����から����までの自然数の和�

　　　　　 
�

�
･������� �� �

�

�
･����� ��  ��������� �����

　����から，求める和は　　���������� �����

���　��かつ���の倍数は，���の倍数である。

　���から�����までの自然数のうち，���の倍数を順に並べると

　　　　　　　　　��･�，��･�，��･�，……，��･�

　これは初項���，末項����，項数���の等差数列であるから

　　　　　　　　　6 � ��  
�

�
･���� ����  ���

　よって，求める和は　　6 � � �6 � � �6 � ��  ������������� ����

３

S　���

 解説

初項を�D，公差を�G，初項から第�Q�項までの和を� Q6 �とすると

　　　　　 �6  
�

�
･���D ��G  ��D ��G ，���� ��6  

�

�
･����D ��G  ���D ��G

�6  ��， ��6  ������ ����であるから　　��D ��G  ��，���D ��G  ���

ゆえに　　D��G ��，�D��G ��　　　　これを解いて　　D ���，G �

よって，求める和は　　 ��6 � ��6  
�

�
･����･� ��� ����･� ����

　　　　　　　　　　　　　　��� ������� ���

４

S　���　証明略，初項���，公差��　　���　証明略，初項��，公差��

 解説

���　 QD  �Q���であるから

　　　　　　 �Q �D � QD  ���Q �� ��� ���Q ��  �　�一定�

　よって，数列�� �QD �は等差数列である。

　公差は��，初項は　 �D  �･��� ��

���　　　　　 QE  �QD  �･� �Q �� �Q��

　ゆえに　　 �Q �E � QE  ���Q �� ��� ���Q ��  �　�一定�

　よって，数列�� �QE �は等差数列である。

　公差は��，初項は　 �E  �･��� �

５

S　[ 
�

�
，\ 

�

�
；　 QD  

�

�Q �

 解説

　数列��� �
�

QD
：　�，

�

[
，�，

�

\
，……�が等差数列になる。

　よって　　�･
�

[
 ���，�･� 

�

[
�
�

\
　　　　ゆえに　　[ 

�

�
，\ 

�

�

　この数列��� �
�

QD
��の一般項は　　���Q �� ･�

�

� ���  
�Q �

�

　したがって　　　 QD  
�

�Q �

６

S　�，���，��

 解説

�解����　等比数列をなす���つの実数を�D，DU， �DU �とおく。

　条件から　　　D�DU� �DU  ��　　……�①

　　　　　　　　D･DU･ �DU  �����　……�②

　②�から　　 �D �U  �����　　すなわち　　 �
� DU  �

� ���

　DU�は実数であるから　　DU ���　……�③

　①�の両辺に�U�を掛けて　　DU� �DU � �DU  ��U　　　すなわち　　DU���U � �U  ��U

　③�を代入して　　������U � �U  ��U　　　　整理すると　　� �U ��U�� �

　よって　　�U �� ��U ��  �　　　ゆえに　　U ��，�
�

�

　③�から　　U ���のとき　D �，　U �
�

�
�のとき　D ��

　D �，U ���のとき　　DU ���， �DU  ��

　D ��，U �
�

�
�のとき　　DU ���， �DU  �

　よって，求める���つの実数は　　�，���，��

�解����　等比数列をなす���つの実数を�D，E，F�とおくと

　　　　　　　　　　 �E  DF　　……�①

　条件から　　　D�E�F ��　……�②，　DEF �����　�……�③

　①，③�から　　E･ �E  �����　　すなわち　　 �E  �
� ���

　E�は実数であるから　　E ���

　これを�①，②�に代入すると　　DF ���　……�④，　D�F ��　……�⑤

　⑤�から　　F ���D　……�⑥

　これを�④�に代入して　　D��� �D  ���

　よって　　 �D ���D���� �　　　すなわち　�D �� �D ���  �

　ゆえに　　D �，��

　⑥�から　　D ��のとき　F ��，　D ���のとき　F �

　したがって，求める���つの実数は　　�，���，��

７

S　������円

 解説

各年初めの元金は，��年ごとに利息がついて������倍となる。

��年目初めの�[�円は，��年後末には　　[ �
� ���� �円

��年目初めの�[�円は，��年後末には　　[ �
� ���� �円

��年目初めの�[�円は，��年後末には　　[･�����円　になる。

よって，��年間での貯金の総額は

　　　　　[･�����[ �
� ���� ��……��[ �

� ����  
����[� ���� ���� �

����� �

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　�� 
�����[ ���

����

これが����万円になるとすると　　
�����[ ���

����
 ������

これを解いて　　[ �������……

円未満を切り上げて，求める金額は　������円

第１講　レベルＡ

-208-



１

S　��P �Q �Q �P

 解説

P�以上�Q�以下の分数で，��を分母とするもの���整数も含む���を書き出すと

　　　　　　　　
�P

�
，

��P �

�
，

��P �

�
，……，

��Q �

�
，
�Q

�

これは初項�P，末項�Q，公差�
�

�
，項数���Q �P ���の等差数列である。

よって，その和を� �6 �とすると　　 �6  
�

� ���Q �P ��� �P �Q

また，P�以上�Q�以下の整数の和を� �6 �とすると　　 �6  
�

� �Q�P �� �P �Q

求める和は� �6 � �6 �であるから

　　　　　　　
�

� ���Q �P ��� �P �Q �
�

� �Q�P �� �P �Q

　　　　　　 
�

� �P �Q ���Q �P ����Q�P ���

　　　　　　 
�

� �P �Q ･��Q �P  ��P �Q �Q �P

２

S　���　��　　���　���

 解説

初項を�D，公比を�U，初項から第�Q�項までの和を� Q6 �とする。

U ��とすると， ��6  ��D�となり　　��D �

このとき， ��6  ��D ��
���であるから，条件を満たさない。

よって　　U
�

ゆえに　　 ��6 ＝
D� ���U �

�U �
 ���……�①， ��6 ＝

D� ���U �

�U �
 ����……�②

②	①�から　　
D� ���U �

�U �
･

�U �

D� ���U �
 
��

�

よって　　 ��U �� �　すなわち　 ��U  �　……�③

���　 ��6  
D� ���U �

�U �
 

D� ���U �

�U � �
�

� 
��U � ��U ���

　①，③�を代入して　　 ��6  �･�
�� �� ��  ��

���　 ��6  
D� ���U �

�U �
 

D� ���U �

�U � �
�

� 
��U ���

　②，③�を代入して　　 ��6  ��･�
�� ��  ���

　求める第����項から第����項までの和は� ��6 � ��6 �であるから

　　　　　 ��6 � ��6  ������ ���

３

S　 QF  
��Q ��

 解説

�D  �， �E  ��であるから　　 �F  �

数列�� �QD �の第�O�項が数列�� �QE �の第�P�項に等しいとすると

　　　　　�O�� P�

ゆえに　　 �P �E  �P ��  P� ･� ��O �� ･� �･�O��　……�①

よって， �P �E �は数列�� �QD �の項ではない。

①�から　　 �P �E  � �P �E  �･�O�� ���O �� ��

ゆえに， �P �E �は数列�� �QD �の項である。

よって，数列�� �QF �は公比� �� �の等比数列である。

�F  ��であるから　　 QF  �･
�Q �

� 
��  ��Q ��

４

S　�，�，��，��，����または����，��，��，�，���または����，��，��

　　　または����，��，��

 解説

項の最小値を�D，項数を�Q�とすると　
Q� �D ��

�
 ��

ゆえに　Q�D ���  ���

また，��D����であるから　���D������

したがって　�Q，D ���  � �，�� ，��，���

ゆえに　　　� Q，D  � �，� ，��，���

Q �，D ��のとき，次の場合がある。

>�@　初項が��，末項が���，項数が���の等差数列。

>�@　初項が���，末項が��，項数が���の等差数列。

>�@�のとき，公差を� �G �とすると　���� �� �G  ��

ゆえに　 �G  �

よって，求める数列は　�，�，��，��，��

>�@�のとき，公差を� �G �とすると　����� �� �G  �

ゆえに　 �G  ��

よって，求める数列は　��，��，��，�，�

Q �，D ���のとき，上と同様に考えると，求める数列は

　　　　��，��，��　または　��，��，��

１

S　���　������……���Q �� 　　���　 �� � �� � �� �……� ��

　　　���　�･ �� ��･ �� ��･ �� �……�� �
� �Q �

 解説

���　
 N �

Q

& � ��N �  �������……����Q ��

���　
 P �

�

&
P�  �� � �� � �� ��……�� ��

���　
 N �

�Q �

& �
�N  �･ �� ��･ �� ��･ �� ��……��� �

� �Q �

２

S　���　
 N �

�

& � �N � 　　���　
 N �

�

&
�

� ��N �

 解説

���　数列��，�，�，�の第�N�項は　　N��

　よって　　� 与式  
 N �

Q

& � �N �

���　数列� �� ， �� ， �� ， ��� �の第�N�項は　　 �
� ��N �

　よって　　� 与式  
 N �

Q

&
�

� ��N �

３

S　���　Q�Q �� 　　���　
�

�
Q�Q �� ��Q ��� 　　���　

�

�
Q�Q �� �

�Q �Q �� 　

　　　���　
�

�
Q�Q �� �Q �� 　　���　

�

� �
�Q �� �� �

 解説

���　
 N �

Q

& � ��N �  �
 N �

Q

& N�
 N �

Q

& � �･
�

�
Q�Q �� ��Q

　　　　　　��� �Q ��Q Q�Q ��

���　
 N �

Q

& � �N � � �N �  
 N �

Q

& � ���N �N �  
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�
 N �

Q

& �

　　　　　　　　　 
�

�
Q�Q �� ��Q �� ��･

�

�
Q�Q �� ��Q

　　　　　　　　　 
�

�
Q��Q �� ��Q �� ����Q �� ����

　　　　　　　　　 
�

�
Q��

�Q ���Q ���  
�

�
Q�Q �� ��Q ���

���　
 N �

Q

& � ��N �N  
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N 
�

� �
�

�
Q� �Q � ��･

�

�
Q�Q ��

　　　　　　　 
�

�
�Q �
� �Q � ��Q�Q ��  

�

�
Q�Q �� �Q�Q �� ���

　　　　　　　 
�

�
Q�Q �� �

�Q �Q ��

���　
 N �

�Q �

& � ��N �N  
 N �

�Q �

&
�N ��

 N �

�Q �

& N

　　　　　　　 
�

� �Q �� ��Q �� ��� ���Q �� ��� ��･
�

� �Q �� ��Q �� ���

　　　　　　　 
�

�
Q�Q �� ��Q �� �

�

�
Q�Q ��  

�

�
Q�Q �� ���Q �� ����

第１講　レベルＢ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　���　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　��第２講　例題

-209-



　　　　　　　 
�

�
Q�Q �� ��Q ���  

�

�
Q�Q �� �Q ��

���　
 N �

�Q �

&
N�  
�� ��Q �� �

�� �
 
�

� �
�Q �� �� �

４

S　���　 �Q ��
�Q �� �　　���　

�

�
Q�Q �� ��Q ��

 解説

���　第�N�項は� �
� ��N � �であるから

　　　　　
 N �

Q

&
�

� ��N �  �
 N �

Q

&
�N ���

 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�
 N �

Q

& �

　　��　　　　　　　��� �･
�

� �
�

�
Q� �Q � ���･

�

�
Q�Q �� ��Q �� ��･

�

�
Q�Q �� �Q

　　��　　　　　　　��� Q�Q �� ��
�Q ��Q �� �Q �Q ��

�Q �� �

���　第�N�項は�N��N �� �であるから

　　　　　
 N �

Q

& N� ��N �  �
 N �

Q

&
�N �

 N �

Q

& N

　　��　　　　　　　��� �･
�

�
Q�Q �� ��Q �� �

�

�
Q�Q ��

　　��　　　　　　　��� 
�

�
Q�Q �� ����Q �� ���  

�

�
Q�Q �� ��Q ��

５

S　第�N�項，和� Q6 �の順に　　���　N � �N � ，
�

�
Q�Q �� �Q ��

　　　���　� N� ���，
�Q ��

�
�Q�

�

�
�　　���　

�

�
N�N �� ��N �� ，

�

��
Q �

� �Q � �Q ��

 解説

与えられた数列を�� �QD �とする。

���　第�N�項は初項��，公差��，項数�N�の等差数列の和であるから

　　　　　 ND  
�

�
N��･���N �� �･�  N�N ��

　よって，求める和� Q6 �は

　　 Q6  
 N �

Q

& N� �N �  
 N �

Q

& � ��N N  
 N �

Q

&
�N �

 N �

Q

& N 
�

�
Q�Q �� ��Q �� �

�

�
Q�Q ��

　　　 
�

�
Q�Q �� ���Q �� ���  

�

�
Q�Q �� �Q ��

���　この数列の第�N�項は　　���･���･ �� ��……���･ �N ��

　これは，初項��，公比���の等比数列の初項から第�N�項までの和であるから

　　　　　　 ND  
�� �N� �

�� �
 N� ��

　よって，求める和� Q6 �は

　 Q6  
 N �

Q

& � �N� �  
 N �

Q

&
N� �

 N �

Q

& � 
�� �Q� �

�� �
�Q 

�Q ��

�
�Q�

�

�
�

���　第�N�項は　　
 P �

N

&
�P  
�

�
N�N �� ��N ��

　よって，求める和� Q6 �は

　　　 Q6  
 N �

Q

&
�

�
N� �N � � ��N �  

�

�  N �

Q

& � ��� �N � �N N  
�

�  N �

Q

&
�N �
�

�  N �

Q

&
�N �
�

�  N �

Q

& N

　　　　 
�

�

�

� �
�

�
Q� �Q � �

�

�
･
�

�
Q�Q �� ��Q �� �

�

�
･
�

�
Q�Q ��

　　　　 
�

��
Q�Q �� �Q�Q �� ���Q �� ���

　　　　 
�

��
Q�Q �� �

�Q ��Q ��  
�

��
Q �

� �Q � �Q ��

６

S　
�

�
Q�Q �� �Q ��

 解説

この数列の第�N�項は　　N�Q��N �� ･� ���  � �N ��Q �� N

したがって，求める和を�6 �とすると

　　　　　6 
 N �

Q

& � ��� �N � �Q � N  �
 N �

Q

&
�N ��Q ��

 N �

Q

& N

　　　　　��� ��
�

�
Q� �Q � � ��Q � ･� �Q �

�

�
Q� �Q �

　　　　　��� 
�

�
Q� �Q � � ���� ��Q � �� �Q �  

�

�
Q� �Q � � �Q �

T　求める和を�6 �とすると

　6 ���� �� ����� �� ��……��������……� �Q

　��� 
 N �

Q

& � ���� � �……� N  
�

�  N �

Q

& N� �N �  
�

�  N �

Q

& � ��N N  
�

� �  N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N

　��� 
�

� �
�

�
Q�Q �� ��Q �� �

�

�
Q�Q ���

　��� 
�

�
���
�

�
Q�Q �� ���Q �� ���  

�

�
Q�Q �� �Q ��

１

S　���　 ���������� � � �� �� �� �� �� �� ��

　　　���　 ����� �� �� �� 　　���　 ����
�

�

�

�

�

�
……

�

��Q �

 解説

���　
 N �

��

& �N ���������� � � �� �� �� �� �� �� ��

���　  
 N �

�

&
�N �� ����� �� �� ��

���　
 L �

Q

&
�

��L �
 ����
�

�

�

�

�

�
……

�

��Q �

２

S　���　
 N �

Q

& � ��N � 　　���　
 N �

Q

&
�N ��

 解説

���　第�N�項は��N���であるから　　
 N �

Q

& � ��N �

���　第�N�項は� �N �� �であるから　　　
 N �

Q

&
�N ��

３

S　���　Q�Q �� 　　���　
�

�
Q���

�Q ��Q �� 　　���　Q�
�Q �� �Q �Q ��

　　　���　
�

�
Q�Q �� �Q �� 　　���　

�

�
Q��

�Q ��Q �� 　　���　
�

� �
�Q �� ��Q ��

���　�Q �� ��Q �� �

 解説

���　
 N �

Q

&  � ��N � ��
 N �

Q

& N
 N �

Q

& � �･
�

�
Q�Q �� ��Q

　　　　　　��� Q��Q �� ���  Q�Q ��

���　
 N �

Q

& � ��� �N �N �  �
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�
 N �

Q

& �

　　　　　　　　　�� �･
�

�
Q�Q �� ��Q �� ��･

�

�
Q�Q �� ��Q

　　　　　　　　　�� 
�

�
Q���Q �� ��Q �� ����Q �� ����  

�

�
Q���

�Q ��Q ��

���　
 N �

Q

&  � �� �N � ��
 N �

Q

&
�N

 N �

Q

& � �
�

� �
�

�
Q� �Q � �Q

　　　　　　　� Q�Q
�

� �Q � ���  Q�
�Q �� �Q �Q ��

���　
 N �

Q

& N� �N �  
 N �

Q

& � ��N N  
 N �

Q

&
�N �

 N �

Q

& N 
�

�
Q�Q �� ��Q �� �

�

�
Q�Q ��

　　　　　　��� 
�

�
Q�Q �� ���Q �� ���  

�

�
Q�Q �� �Q ��

���　
 L �

Q

&
�

� ��L �  
 L �

Q

& � ��� �L �L �  �
 L �

Q

&
�L ��

 L �

Q

& L�
 L �

Q

& �

　　　　　　��� �･
�

�
Q�Q �� ��Q �� ��･

�

�
Q�Q �� �Q

　　　　　　��� 
�

�
Q���Q �� ��Q �� ���Q �� ���  

�

�
Q��

�Q ��Q ��
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���　
 N �

Q

&  � �N� � �
 N �

Q

&
N�

 N �

Q

& � 
�� �Q� �

�� �
��Q 

�

� �
�Q �� ��Q ��

���　
 N �

�Q �

& � ��N �  �
 N �

�Q �

& N�
 N �

�Q �

& � �･
�

� �Q �� Q���Q ��

　　　　　　　 �Q �� ��Q �� �

４

S　���　
�

�
Q��

�Q ���Q ��� 　　���　
�

�
Q�Q �� ��Q �� 　　���　

�

�
Q��

�Q ��Q ��

 解説

数列の第�N�項を� ND �とする。

���　各項は���から始まる奇数の平方であるから　　 ND  
�

� ��N �

　よって，初項から第�Q�項までの和は

　　　　　
 N �

Q

& ND  
 N �

Q

&
�

� ��N �  
 N �

Q

& � ��� �N �N �  �
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�
 N �

Q

& �

　　　　　　　�� �･
�

�
Q�Q �� ��Q �� ��･

�

�
Q�Q �� �Q

　　　　　　　�� 
�

�
Q���Q �� ��Q �� ���Q �� ���  

�

�
Q��

�Q ���Q ���

���　数列��，�，��，��，……��は，初項��，公差���の等差数列であるから，その第�N�項は

　　　　　　　　���N �� ･� �N��

　ゆえに　　　　 ND  N��N ��

　よって，初項から第�Q�項までの和は

　　　　　
 N �

Q

& ND  
 N �

Q

& N� ��N �  
 N �

Q

& � �� �N �N  �
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N

　　　　　　　�� �･
�

�
Q�Q �� ��Q �� ��･

�

�
Q�Q ��  

�

�
Q�Q �� ����Q �� ���

　　　　　　　�� 
�

�
Q�Q �� ���Q ��  

�

�
Q�Q �� ��Q ��

���　数列��，�，��，��，……��は，初項��，公差���の等差数列であるから，その第�N�項は

　　　　　　　　���N �� ･� �N��

　ゆえに　　　　 ND  ��N �� ��N ��

　よって，初項から第�Q�項までの和は

　　　　　
 N �

Q

& ND  
 N �

Q

& � ��N � � ��N �  
 N �

Q

& � ��� �N �N �  �
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�
 N �

Q

& �

　　　　　　　�� �･
�

�
Q�Q �� ��Q �� ��･

�

�
Q�Q �� �Q

　　　　　�　　� 
�

�
Q���Q �� ��Q �� ���Q �� ���  

�

�
Q��

�Q ��Q ��

５

S　���　
�

�
Q�Q �� ��Q �� 　　���　

�

� �
�Q �� ��Q �� 　　���　

�

�
Q�Q �� ��

�Q ��Q �� �

 解説

���　この数列の第�N�項� ND �は，初項��，公差��，項数�N�の等差数列の和で表されるから

　　　　　　　　　　 ND  
�

�
N��･���N �� �･�  N��N ��

　よって，求める和は

　　　　
 N �

Q

& ND  
 N �

Q

& N� ��N �  
 N �

Q

& � �� �N N  �･
�

�
Q�Q �� ��Q �� �

�

�
Q�Q ��

　　　��　　　 
�

�
Q�Q �� ����Q �� ���  

�

�
Q�Q �� ��Q ��

���　この数列の第�N�項� ND �は，初項��，公比��，項数�N�の等比数列の和で表されるから

　　　　　　　　　　 ND  
�� �N� �

�� �
 
�

� �
N� ��

　よって，求める和は

　　　　
 N �

Q

& ND  
 N �

Q

&
�

� � �N� �  
�

�  N �

Q

& � �N� �  
�

� �
�� �Q� �

�� � ��Q

　　　　　　�� 
�

� �
�Q �� ��Q ��

���　第�N�項は，�一般項� �
� ��P � �の第�N�項までの和であるから

　　　
 P �

N

& � ��� �P �P �  �
 P �

N

&
�P ��

 P �

N

& P�
 P �

N

& �

　　　　　　　　　　　 �･
�

�
N�N �� ��N �� ��･

�

�
N�N �� �N　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　 
�

�
N��

�N ��  
�

�
N��N �� ��N ��

　よって　求める和は

　　　
 N �

Q

&
�

�
N� �� �N �  

�

�  N �

Q

&
�N �
�

�  N �

Q

& N

　　　　　　　　　��� 
�

�
･

�

� �
�

�
Q� �Q � �

�

�
･
�

�
Q�Q ��  

�

�
Q�Q �� ��

�Q ��Q �� �

６

S　���　
�

�
Q�Q �� ��Q �� 　　���　

�

��
Q �

� �Q � �Q ��

 解説

���　この数列の第�N�項� ND ���N �Q �は　　 ND  N�Q �N  �N �QN

　よって，求める和は

　　　　
 N �

Q

& ND  
 N �

Q

& � ��N QN  
 N �

Q

&
�N �Q

 N �

Q

& N 
�

�
Q�Q �� ��Q �� �Q･

�

�
Q�Q ��

　����　　　　�� 
�

�
Q�Q �� ���Q �� ���Q  

�

�
Q�Q �� ��Q ��

���　この数列の第�N�項� ND ���N �Q �は　　 ND  
�N �Q��N ���  � �N ��Q �� �N

　よって，求める和は

　　　　
 N �

Q

& ND  
 N �

Q

& � ��� �N � �Q � �N  �
 N �

Q

&
�N ��Q ��

 N �

Q

&
�N

　　　　　　�� �
�

� �
�

�
Q� �Q � ��Q �� ･

�

�
Q�Q �� ��Q ��

　　　　　　�� 
�

��
Q �

� �Q � ���Q����Q ���  
�

��
Q �

� �Q � �Q ��

１

S　�

 解説

 
 N �P �

�P

& � ��N � �
 N �

�P

& � ��N �
 N �

P

& � ��N �

 ���P� ��P � �P � ��P� �P � P

 �� �P �P

ゆえに，与式は　 !�� �P �P ���　すなわち　 !��� �P �P ��� �

よって　 !� �P � � ��P �� �

P�は自然数であるから　 !�P � �　　ゆえに　 !��P �� �　すなわち　 !P
��

�

よって，求める最小の自然数�P�は　�

２

S　���　Q�Q �� 　　���　�･ �Q �� ��Q��　　

 解説

���　
 N �

Q

& � � L �

N

& �  
 N �

Q

& �N �
 N �

Q

& N �･
�

�
Q�Q ��  Q�Q ��

���　
 N �

Q

& � � L �

N

& ･� �L ��  
 N �

Q

&
�� �N� �

�� �
 

 N �

Q

& � �･� N� �  
 N �

Q

& ･� N� �
 N �

Q

& �

　　　　　　　　�� 
 N �

Q

& ･� �N �� ��
 N �

Q

& � 
�� �Q� �

�� �
��Q �･ �Q �� ��Q��

３

S　
�Q ���

��
�
�

�
Q�

��

��

 解説

第�N�項は���が�N�個並ぶから，その値は

　　���･����･ ��� ��……���･ �N ��� ��･ �N ���  
�� �N�� �

��� �
 

�N�� �

�

よって，求める和は

　　
 N �

Q

&
�N�� �

�
 
�

� �  N �

Q

&
N�� ��

 N �

Q

& �  
�

� �
��� �Q�� �

��� � ��Q  
�Q ���

��
�
�

�
Q�

��

��
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１

S　���　
�

� �Q �� Q�Q �� 　　���　
�

� �Q �� �Q �� Q�Q ��

 解説

���　求める和を�6�とすると

　　　6 
 N �

�Q �

& N� �N �  
 N �

�Q �

&
�N �

 N �

�Q �

& N

　　　�� 
�

� �Q �� Q��Q �� �
�

� �Q �� Q 
�

� �Q �� Q�Q ��

���　求める和を�7�とすると

　　　　　　 �
� ���� � …… Q  �� � �� �……�

�Q ���6 �7

　すなわち　
�

� �
�

�
Q� �Q �  

�

�
Q�Q �� ��Q �� ���6 �7

　したがって，����より

　　　7 
�

� �
�

�
�Q �
� �Q � �

�

�
Q�Q �� ��Q �� ��･

�

� �Q �� Q�Q ���

　　　��� 
�

� �Q �� �Q �� Q�Q ��

２

S　���　略　　���　略　　���　略　　���　
�

��
Q�Q �� ��Q �� ��

�Q ��Q ��

 解説

���　6 
 N �

Q

& N�とおくと

　　　6 ������……�Q

　　　6 Q��Q �� �……��

Q�個

　辺々を加えると　　�6 �Q �� ��Q �� �……��Q ��

　よって　　�6 Q�Q �� 　すなわち　6 
�

�
Q�Q ��

　したがって　　
 N �

Q

& N 
�

�
Q�Q ��

���　 �
� �N � � �N  � �N ��N���であるから

　　　
 N �

Q

& � ���� �N � �N  
 N �

Q

& � ��� �N �N �

　ここで

　　　
 N �

Q

& � ���� �N � �N

　　 �
�� � �� ��

�� � �� ��
�� � �� �……�� ���Q �

� �Q � �� ���� �Q � �Q

　　 �
� �Q � ��

　よって　　
 N �

Q

& � ��� �N �N �  �
� �Q � ��

　
 N �

Q

& � ��� �N �N �  �
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�
 N �

Q

& ��であるから，����の結果より

　　　
 N �

Q

&
�N  
�

� �  N �

Q

& � ��� �N �N � ��
 N �

Q

& N ��
 N �

Q

& �

　　　　　�� 
�

� �
�

� �Q � ����･
�

�
Q�Q �� ��Q

　　　　　�� 
�

� ��
�Q �� �Q �Q  

�

�
Q�Q �� ��Q ��

���　 �
� �N � � �N  � �N �� �N ��N���であるから

　　　
 N �

Q

& � ���� �N � �N  
 N �

Q

& � ���� �N � �N �N �

　ここで

　　　
 N �

Q

& � ���� �N � �N

　　 �
�� � �� ��

�� � �� ��
�� � �� �……�� ���Q �

� �Q � ��
�

� �Q � �� �Q

　　 �
� �Q � ��

　よって　　
 N �

Q

& � ���� �N � �N �N �  �
� �Q � ��

　����と同様にして，���，����の結果より

　���　
 N �

Q

&
�N  
�

� �  N �

Q

& � ���� �N � �N �N � ��
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N ��
 N �

Q

& �

　��� 
�

� �
�

� �Q � ����･
�

�
Q�Q �� ��Q �� � ･�

�

�
Q� �Q � ��Q

　��� 
�

� �
�Q �� �Q � �Q  

�

�
�Q �
� �Q �

���　 �
� �N � � �N  � �N ��� �N ��� �N ��N���であるから

　　　
 N �

Q

& � ���� �N � �N

　　 �
�� � �� ��

�� � �� ��
�� � �� �……�� ���Q �

� �Q � �� ���� �Q � �Q

　　 �
� �Q � ��

　よって　　
 N �

Q

& � ����� �N �� �N �� �N �N �  �
� �Q � ��

　����と同様にして，����～�����の結果より

　　　
 N �

Q

&
�N

　　 
�

� �  N �

Q

& � ����� �N �� �N �� �N �N � ���
 N �

Q

&
�N ���

 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N ��
 N �

Q

& �

　　 
�

� �
�

� �Q � �����･
�

�
�Q �
� �Q � ���･

�

�
Q�Q �� ��Q �� ��･

�

�
Q�Q �� ��Q

　　 
�

�� ��
�Q ��� �Q ��� �Q �Q

　　 
�

��
Q�Q �� ��

�Q �� �Q �Q ��

　　 
�

��
Q�Q �� ��Q �� ��

�Q ��Q ��

１

S　���　 QD  
�Q ��Q��　　���　 QD  

Q� ��

 解説

数列�� �QD �の階差数列を�� �QE �とする。

���　数列�� �QE �は，�，�，��，��，……�であるから，初項��，公差���の等差数列である。

　ゆえに　　 QE  ���Q �� ･� �Q��

　よって，Q���のとき

　　　　　　 QD  �D �
 N �

�Q �

& � ��N �  ���
 N �

�Q �

& N�
 N �

�Q �

& �

　　　　　　　 ���･
�

� �Q �� Q���Q ��  �Q ��Q��

　また，初項は� �D  ��であるから，上の式は�Q ��のときにも成り立つ。

　以上により，一般項� QD �は　　 QD  
�Q ��Q��

���　数列�� �QE �は，�，�，�，��，……�であるから，初項��，公比���の等比数列である。

　ゆえに　　 QE  �･
�Q ��  Q�

　よって，Q���のとき

　　　　　　 QD  �D �
 N �

�Q �

&
N�  ��

�� ��Q �� �

�� �
 Q� ��

　また，初項は� �D  ��であるから，上の式は�Q ��のときにも成り立つ。

　以上により，一般項� QD �は　　 QD  
Q� ��

２

S　6 
Q

�� ��Q �

 解説

第�N�項は　　
�

� ��N � � ��N �
 
�

� �
�

��N � ��
�

��N �

よって，求める和�6�は

　　　　6 
�

� �
�

� ��
�

�
�
�

� �
�

� ��
�

��
�
�

� �
�

�� ��
�

��
�……�

�

� �
�

��Q � ��
�

��Q �

　　　　�� 
�

� �
�

� ��
�

��Q �
 
�

�
･

�� ��Q � �

�� ��Q �
 

Q

�� ��Q �

３

S　���　 �D  �，Q���のとき� QD  �
�Q ��Q��　　���　 QD  

�Q ��

 解説

���　初項� �D �は　　� �D  �6  
�� �� �

　Q���のとき　　 QD  Q6 � �Q �6  �
�Q �� ��

�
� �Q � ���

　　　　　　　　　��� �
�Q �� ��

�Q �� �Q ��Q ��

　　　　　　　　　��� � �Q ��Q��　……�①

　①�で�Q ��とすると� �D  ��となり，①�は�Q ��のときには成り立たない。

　したがって　　 �D  �，��Q���のとき　 QD  �
�Q ��Q��

���　初項� �D �は　　� �D  �6  
�� �� �

　Q���のとき　　 QD  Q6 � �Q �6  �
Q� �� ��

�Q �� ��  �Q �� �� �� 　……�①

　①�で�Q ��とすると� �D  ��が得られるから，①�は�Q ��のときにも成り立つ。

　したがって　　 QD  
�Q ��
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４

S　 Q6  ��Q �� Q� ��　　

 解説

　　　　　　　　 Q6  ���･���･
�� ��……����Q �� �Q ��

　　　　　　　��� Q6  �　���･���･
�� ��……����Q �� �Q �� ���Q �� Q�

　辺々引くと　� Q6  ���･���･
�� ��……���･ �Q �� ���Q �� Q�

　　　　　　　　　� ��
�� �Q� �

�� �
���Q �� Q�

　　　　　　　　　� �����Q �� Q�

　ゆえに　　　�　 Q6  ��Q �� Q� ��

５

S　���　 �Q �Q��　　���　 �Q 　　���　第����群の����番目

 解説

���　 �Q ��のとき，第���群から第��Q �� �群までにある奇数の個数は

　　　　　　�������……���Q ��  
�

� �Q �� Q

　よって，第�Q �群の最初の奇数は��
�

� �Q �� Q ��� �番目の奇数で

　　　　　　��
�

� �Q �� Q ��� �� �Q �Q��

　これは�  Q ��のときも成り立つ。

���　����より，第�Q�群は初項� ���Q Q �，公差��，項数�Q�の等差数列をなす。

　よって，その総和は

　　　　　　  
�

�
Q� ��･� � ���Q Q � ･� �Q � � �Q

���　����が第�Q �群に含まれるとすると

　　　　　　 ����Q Q � ���� ���� �Q � � �Q � �

　よって　　Q�Q �� ������Q �� Q��……�①

　Q� �Q � ，� �Q � Q�は単調に増加し，  ･�� �� ���，  ･�� �� ����であるから，

　①�を満たす自然数�Q�は　　  Q ��

　����が第����群の�P�番目であるとすると

　　　　　　�
��� ��� �� ��P �� ･� ���　　　これを解いて　　P ��

　したがって，����は第����群の����番目に並ぶ数である。

T　�前半�　　�N�� ����から　　N ���

　よって，����はもとの数列において，����番目の奇数である。

　����が第�Q�群に含まれるとすると

　　　　　　
�

�
Q�Q �� �����

�

�
Q�Q ��

　ゆえに　　Q�Q �� �����Q�Q ��

　これを満たす自然数�Q�は，上の解答と同様にして��　Q ��

６

S　 �
� �Q �

 解説

�2

Q

�Q�Q��N

N \ N

N �

N Q

@

��Q��N �� �個

[

\��点�� �Q，� ，� �，Q �を通る直線�@�の方程式は

　　　　　　　[��\ �Q

直線�\ N���N＝�，�，……，Q��と直線�@�の交点

の座標は���Q ��N，N �であるから，題意に適する

格子点のうち，直線�\ N�上にある点の個数は

�Q��N���である。

よって，求める格子点の個数は

　　　　
 N �

Q

& � ���Q �N �  
 N �

�

& � ���Q �N � �
 N �

Q

& � ���Q �N �

　　　　　　　　　　　 ��Q �� ���Q ��
 N �

Q

& ���
 N �

Q

& N

　　　　　　　　　　　 ��Q �� ���Q �� Q��･
�

�
Q�Q ��

　　　　　　　　　　　 �
� �Q �

�2

Q

�Q

[

\T　直線�[��\ �Q �����\ �Q �上の格子点�

　� �，Q ，��，Q �� ，……，� �Q，� �の個数は

　　　Q��

　��点���，��，� �Q，� ，� �Q，Q ，� �，Q �を頂点

　とする長方形上の格子点の個数は

　　　�Q �� ��Q ��

　よって，求める格子点の個数は

　　
�

� ��Q �� ��Q �� ��Q ��� ��Q ��  �
� �Q �

１

S　���　� �Q �Q　　���　
�

� �
�Q �� ��

 解説

与えられた数列を��� �QD �とし，その階差数列を�� �QE ��とする。

���　� �QD ：�，��，��，��，��，���，���，……

　　� �QE ：�，��，��，��，��，��，……

　数列�� �QE �は，初項��，公差���の等差数列であるから　　 QE  ���Q �� ･� �Q��

　Q����のとき　　 QD  ��
 N �

�Q �

& � ��N �  ���
 N �

�Q �

& N��
 N �

�Q �

& �

　　　　　　　　　　 ���･
�

� �Q �� Q���Q ��  � �Q �Q　……�①

　Q ��のとき　　� �Q �Q �･ �� �� �

　初項は� �D  ��であるから，①�は�Q ��のときも成り立つ。

　したがって　　 QD  �
�Q �Q

���　� �QD ：�，�，�，��，��，���，……

　　� �QE �：�，�，�，��，��，……

　数列�� �QE �は，初項��，公比���の等比数列であるから　　 QE  
�Q ��

　Q����のとき　　 QD  ��
 N �

�Q �

&
�N �� ＝��

��Q �� �

�� �
＝
�

� �
�Q �� �� 　……�①

　Q ��のとき　　
�

� �
�Q �� ��  

�

� �� ��  �

　初項は� �D  ��であるから，①�は�Q ��のときも成り立つ。

　したがって　　 QD  
�

� �
�Q �� ��

２

S　���　6 
Q

��Q �
　　���　6 

Q� ��Q �

�� �Q � � �Q �

 解説

���　
�

� ��N � � ��N �
 
�

� �
�

��N � ��
�

��N �

　であるから

　　6 
�

� � ��� ���
�

� � ��
�

�

�

� � ��
�

�

�

��
�……� �� ��

�

��Q �

�

��Q �

　������� 
�

� �� ��
�

��Q �
 

Q

��Q �

���　
�

N� �N �
 
�

� �
�

N ��
�

�N �

　であるから，Q���のとき

　　�6 
�

� � ��� ���
�

� � ��
�

�

�

� � ��
�

�

�

�
�……�� ��

�

�Q �

�

�Q �
��
�

Q ���
�

�Q �

　　　 
�

� ���
�

�
�

�

�Q � ��
�

�Q �

　　　 
�

�
･

���� �Q � � �Q � �� �Q � �� �Q �

�� �Q � � �Q �

　　　 
Q� ��Q �

�� �Q � � �Q �

　この式は�Q ��のときにも成り立つ。
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　よって　　6 
Q� ��Q �

�� �Q � � �Q �

３

S　求める数列の一般項を� QD �とする。

　　　���　 QD  ��Q��　　���　 �D  �，Q���のとき�� QD  �
�Q ��Q��

　　　���　 �D  �，Q���のとき�� QD  
�Q ��

 解説

求める数列の一般項を� QD ，初項から第�Q�項までの和を� Q6 �とする。

���　Q���のとき

　　　　　　 QD  Q6 � �Q �6  ��Q � �Q ����Q �� �� �
� �Q �

　　　　　　　� ��
�Q ��Q ���

�Q ��Q ��  ��Q��　……�①

　Q ��のとき　　 �D  �6  �

　①�で�Q ��とおくと� �D  ��となるから，①�は�Q ��のときにも成り立つ。

　よって　　 QD  ��Q��

���　Q���のとき

　　　　　　 QD  Q6 � �Q �6  �
�Q �� ��

�
� �Q � ���  �

�Q �� ��
�Q �� �Q ��Q ��

　　　　　　　� � �Q ��Q��　……�①

　Q ��のとき　 �D  �6  �

　①�で�Q ��とおくと� �D  ��となるから，①�は�Q ��のときは成り立たない。

　よって　　 �D  �，Q���のとき　 QD  �
�Q ��Q��

���　Q���のとき

　　　 QD  Q6 � �Q �6  �
Q� �� ��

�Q �� ��  Q� � �Q ��  �Q �� �� ��  �Q �� 　……�①

　Q ��のとき　　 �D  �6  �

　①�で�Q ��とおくと� �D  ��となるから，①�は�Q ��のときは成り立たない。

　よって　　 �D  �，Q���のとき　 QD  
�Q ��

４

S　6 �Q �� ･ Q� ��

 解説

　　　��6 �･���･���･ �� ��･ �� �……���Q �� ･ �Q ��

　　　�6 ������������･���･ �� ��･ �� �……���Q �� ･ �Q �� ���Q �� ･ Q�

辺々を引くと

　　　�6��6 �･���･���･ �� ��･ �� �……��･ �Q �� ���Q �� ･ Q�

よって　　��6 ������
�� � �� �…… � �Q �� ���Q �� ･

Q�

　　　　　　　 ���･
�� ��Q �� �

�� �
���Q �� ･ Q�  ���Q �� ･ Q� ��

したがって　　6 �Q �� ･ Q� ��

５

S　���　
�

� �
� �Q ��Q �� 　　���　

�

�
Q��

�Q �� 　　���　第����群の���番目の数

 解説

���　もとの等差数列の第�Q�項は　　���Q �� ･� �Q��

　Q���のとき，第���群から第��Q �� �群までに含まれる数の総数は

　　　　　　　　　������……��Q ��  
�

�
Q�Q ��

　よって，第�Q�群��Q����の最初の数は，もとの等差数列の第��
�

�
Q�Q �� ��� �項である

　から　　　　　　��
�

�
Q�Q �� ��� �� 

�

� �
� �Q ��Q ��

　この式は�Q ��のときにも成り立つ。

　したがって，求める数は　　
�

� �
� �Q ��Q ��

���　求める和は，初項�
�

� �
� �Q ��Q �� ，公差��，項数�Q�の等差数列の和であるから

　　　　　　　　　
�

�
Q��･

�

� �
� �Q ��Q �� ��Q ��� ･�  

�

�
Q��

�Q ��

���　����で求めた数を� QD �とする。

　����が第�Q�群に含まれるとすると　　 QD ����� �Q �D 　……�①

　ここで　　　 ��D  
�

� �
�･ ��� ��･�� ��  ���

　　　　　　　 ��D  
�

� �
�･ ��� ��･�� ��  ���

　であるから，①�を満たす自然数�Q�は　Q ��

　よって，����は第����群に含まれる。

　第����群に含まれる数を，小さい方から順に書き出すと

　　　　　　　　���，���，���，���，���，……

　したがって，����は第����群の���番目の数である。

６

S　
�

� �Q �� ��Q ��

 解説

��点�� �Q，� ，� �，Q �を通る直線�@の方程式は　　[��\ �Q

直線�\ N��N  �，�，……，Q �と直線�@の交点の座標は���Q ��N，N �であるから，

題意に適する格子点のうち，直線�\ N�上にある点の個数は��Q��N���である。

よって，求める格子点の個数は

　　　
 N �

Q

& � ���Q �N �  
 N �

�

& � ���Q �N � �
 N �

Q

& � ���Q �N �

　　　　　　　　　　 ��Q �� ���Q ��
 N �

Q

& ���
 N �

Q

& N

　　　　　　　　　　 ��Q �� ���Q �� Q��･
�

�
Q�Q ��

　　　　　　　　　　 
�

� �
Q �� ��Q ��

T　直線�[��\ �Q����\ �Q �上の格子点�� �，Q ，��，Q �� ，……，� �Q，� �の

　個数は　　Q��

　��点�� �，� ，� �Q，� ，� �Q，Q ，� �，Q �を頂点とする長方形上の格子点の個数は

　　　　　　�Q �� ��Q ��

　よって，求める格子点の個数は

　　　　　　
�

� ��Q �� ��Q �� ��Q ��� ��Q ��  
�

� �Q �� ��Q ��

１

S　�ア�　��Q���　　�イ�　��　　�ウ�　���

 解説

Q ��のとき　　 �D  �6  ��

Q���のとき　　 QD  Q6 � �Q �6  �� �Q ���Q����
�

� �Q � ����Q ���

　　　　　　　　��� ��Q���　……�①

①�で�Q ��とすると���･���� ���であるから，①�は�Q ��のときにも成り立つ。

よって　　 QD  
ア ���Q ��

QD !��とすると　　��Q���!�　　　　ゆえに　　Q�
��

�

Q�は自然数であるから　　Q��

よって， Q6 �は�Q ��のとき最大値をとる。

その最大値は　　 �6  
イ��

また　　
 Q �

��

& QD  
 Q �

�

& QD �
 Q �

��

& QD  �
 Q �

�

& QD �
 Q �

��

& QD

　　　　　　　� ������ ���  ウ���

２

S　Q�Q �� �Q ��

 解説

与えられた数列を�� �QD ，その階差数列を�� �QE �とする。

また，数列�� �QE �の階差数列を�� �QF �とすると

　　　� �QD �：�，��，��，���，���，���，���，……

　　　� �QE �：��，��，��，��，���，���，……

　　　� �QF �：��，��，��，��，��，……

数列�� �QF �は，初項���，公差���の等差数列であるから

　　　　　 QF  ����Q �� ･� �Q���

Q���のとき　　  QE ��E
 N �

�Q �

& NF  ���
 N �

�Q �

& � ��N ��

　　　　　　　　��� ����･
�

� �
Q �� Q����Q ��  � �Q ��Q��

この式に�  Q ��を代入すると，  �E  ��� � � ���となるから　　

　　　　　  QE ��� �Q �Q �　� �Q �

よって， �Q ��のとき

　　　　　  QD ��D
 N �

�Q �

& NE  ��
 N �

�Q �

& � ��� �N �N �

　　　　　　 ���･
�

� �
Q �� Q��Q �� ��･

�

� �
Q �� Q���Q ��

　　　　　　  ･
Q

�
�� ���Q �Q � Q� �Q � � �Q �

この式に�  Q ��を代入すると， �D  �･�･� ��となるから，Q ��のときも成り立つ。

したがって　　 QD  Q� �Q � � �Q �

３

S　���　
�Q

�Q �
�　　���　

Q� �Q �

�� �Q � � �Q �
　　���　

�

� �(
�Q � �( �Q � �� �(�

 解説
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���　この数列の第�N�項� ND �は

　　　　　 ND  
�

����� � � …… N
 

�

�

�
N� �N �

 
�

N� �N �
 ��

�

N ��
�

�N �

　よって，求める和を�6�とすると

　　　　　6 ���
�

� ��
�

�
��
�

� ��
�

�
��
�

� ��
�

�
�……��

�

Q ���
�

�Q �

　　　　　��� ��� ��
�

�Q �
� 

�Q

�Q �
�

���　第�N�項は　　
�

N� �N � � �N �
 
�

� �
�

N� �N � ��
�

� �N � � �N �

　よって　　6 
�

�
��
�

･� � ��
�

･� �
��

�

･� � ��
�

･� �
��

�

･� � ��
�

･� �

　　　　　　　　��……���
�

Q� �Q � ��
�

� �Q � � �Q �

　　　　　��　 
�

� �
�

･� � ��
�

� �Q � � �Q �
 
�

�
･

�� �Q � � �Q � �

�� �Q � � �Q �
 

Q� �Q �

�� �Q � � �Q �

���　第�N�項は　　
�

�(N ( �N �
 

�(N ( �N �

� �(N ( �N � � �(N ( �N �
 
�

� �(
�N � �(N

　よって　　6 
�

� ��(
� �� ��(� �(� ��(� �(�

　　　　　　　　��……���( �Q � �( �Q � ��( �Q � ��(Q

　　　　　　��� 
�

� �(
�Q � �( �Q � �� �(�

４

S　�ア�　�　　�イ�　�　　�ウ�　�

 解説

�ORJ  
�Q �

Q
��ORJ � �Q � �ORJ Q �であるから

　　　
 Q �

��

& �ORJ
�Q �

Q
 � �ORJ � � �ORJ � �� ��ORJ � �ORJ � �� ��ORJ � �ORJ � �……

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　�� ��ORJ �� �ORJ � �� ��ORJ �� �ORJ ��

　　　　　　　　　��� � �ORJ �� �ORJ ��� �ORJ ��

　　　　　　　　　��� � �ORJ �� �ORJ ���� �ORJ �� �ORJ �

　　　　　　　　　��� ア�･ ��ORJ � イ�･ ��ORJ � ウ�･ �ORJ ��

５

S　���　 �
� �Q � �個　　���　

�

� �Q �� ��
�Q �Q �� �個

 解説

[�

�\

�2

�

�Q�� �Q

Q \ �
�

�
[�Q

Q��

�Q��
� �

���　領域は，右図のように，[�軸，\�軸，直線

　\ �
�

�
[�Q�で囲まれた三角形の周および内部

　である。

　直線�\ N���N Q，Q��，……，���上には，それ

　ぞれ��，�，�，……�，�Q���個の格子点が並ぶ。

　よって，格子点の総数は

　　　
 N �

Q

& � ��N �  ��･� �� �
 N �

Q

& � ��N �

　　　　　　　��� ��
 N �

Q

& � ��N �  ������
�

�
Q�Q �� �Q

　　　　　���　���� �
� �Q � ���個�

T　線分�[��\ �Q�����\ �Q �上の格子点���，Q �，��，Q���，……，��Q，���の個

　数は　　 �Q �

　��点���，��，� �Q，� ，� �Q，Q ，��，Q��を頂点とする長方形の周および内部にある格

　子点の個数は　　� ��Q � � �Q �

　ゆえに，求める格子点の個数を�1�とすると　　 ��1 � �Q �  � ��Q � � �Q �

　よって　　  1
�

� � ��� ��Q � � �Q � � �Q �  
�

� � �Q � � ��Q �  �
� �Q � ���個�

[�

�\

�2

�Q
�Q ��

�Q �個

Q�

�

\ �[
���　領域は，右図のように，\�軸，直線�\ �Q ，放物線

　\ �[ �で囲まれた部分である��境界線を含む�。

　直線�[ N��N �，�，�，……，Q ��，Q �上には，そ

　れぞれ� �Q ��，�
�Q �� ��，�

�Q �� ��，

　�
�Q �� ��，……，�

�Q �� � �Q �個の格子点が並ぶ。

　よって，格子点の総数は

　　　　
 N �

Q

& � ���Q � �N

　　　　　　　 �
�Q �� � �� �

 N �

Q

& � ���Q � �N

　　　　　　　 �
�Q �� ��

�Q ��
 N �

Q

& ��
 N �

Q

&
�N

　　　　　　　 �
�Q �� ��

�Q �� Q�
�

�
Q�Q �� ��Q ��

　　　　　　　 
�

� �Q �� ��
�Q �Q �� ���個�

１

S　���　 QE  Q�　　���　略　　���　略

 解説

���　 QD  ����Q ��  �Q��

　よって　　 QE  
�

Q  N �

Q

& � ��N �

　　　　　　　 
�

Q ��･
�

�
Q�Q �� ��Q  Q

���　数列�� �QD �が等差数列であるとき，その初項を�D，公差を�G�とする。

　このとき　　 QD  D��Q �� G GQ�D�G

　よって　　 QE  
�

Q  N �

Q

& � ��GN D G

　　　　　　　 
�

Q �G･
�

�
Q�Q �� ��D ��G Q

　　　　　　　 
G� �Q �

�
�D�G

　ゆえに　　 �Q �E � QE  �
G� �Q �

�
�D ��G ��

G� �Q �

�
�D ��G  

G

�

　
G

�
�は定数であるから，数列�� �QE �は等差数列である。

���　数列�� �QE �が等差数列であるとき，その初項を�E，公差を�G ��とする。

　このとき　　 QE  E��Q �� G � G �Q�E�G �

　 QE  
�

Q  N �

Q

& ND �から　　　���
 N �

Q

& ND  QQE  G � �Q ��E �G � Q　　��……�①

　Q���のとき，①�から　　
 N �

�Q �

& ND  G � �
� �Q � ��E �G � �Q �� 　……�②

　①�②�から　　 QD  G ���Q �� �E�G �　……�③

　ここで　　 �D  �･ �E  E

　また，③�において，Q ��とすると

　　　　　　 �D  G ���･� �� �E�G � E

　ゆえに，Q ��のときにも�③�は成り立つ。

　よって　　 �Q �D � QD  �G ���Q �� �E ��G � ��G ���Q �� �E ��G �  �G �

　�G ��は定数であるから，数列�� �QD �は等差数列である。

２

S　
�����

��

 解説

分母が等しいものを群として，次のように区切って考える。

　　　　
�

�
　
�

�
，
�

�
　
�

�
，
�

�
，
�

�
　
�

�
，
�

�
，
�

�
，
�

�
　
�

�
，
�

�
，……

第���群から第�Q�群までの項数は　����……�Q 
�

�
Q�Q ��

第�����項が第�Q�群に属するとすると

　　　　
�

� �Q �� Q�����
�

�
Q�Q ��

�

� �Q �� Q，
�

�
Q�Q �� �は単調に増加し，

･�� ��

�
 ���，

･�� ��

�
 ����であるから

　　　　Q ��
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よって，第�����項は第����群の���������� �����番目����の数である。

第�Q�群に属するすべての数の和は

　　　　
�

�Q � �����…… �Q  
�

�Q �
･
�

�
Q�Q ��  

Q

�

したがって，初項から第�����項までの和は

　　　　
�

� �����……���� ��� �
�

�� �����…… ���

　　　 
�

�
･
�

�
･��･���

�

��
･
�

�
･��･�� 

��� �･�� �� ��

��
 
�����

��

３

S　� � 　初めの数　�，終わりの数　��　　� � 　���　　� � 　�

 解説

� � 　第���群の初めの数は　���� �� �� �

　終わりの数は　���� �� � ��  ��

� � 　第���群の初めの数は　���� �� � �� �� ��

　よって，第���群は初項���，公差��，項数� �� ��  ���の等差数列である。ゆえに，総和は

　　
�

�
･����･����� ��  ���

� � 　第�Q�群の初めの数は　
 N �

�Q �

&
�N �� �� 

��Q �� �

�� �
�� �Q ��

　よって，第�Q�群は初項� �Q �� ，公差��，項数� �Q �� �の等差数列である。ゆえに，総和は

　　
�

�
･ �Q �� ��･

�Q �� � �Q �� ��  �Q �� ��･
�Q �� �� ��……�①

　ここで，①�は�Q ��のとき�����，Q ��のとき������

　したがって， �Q �� ��･
�Q �� �� �������を満たす最大の�Q�は　Q �

４

S　 �･� ��Q �� �Q �� �

 解説

��ORJ
\

[
[�から　 �\ [･ [�

よって，  [ N���  �N �，�，……�，Q� ��のとき，適する�\�の値は�  \ �，�，……�，N･ N� �の

N･
N� �個．

�[ Q�であるから，求める格子点の個数を� Q6 �とすると　  Q6
 N �

Q

& N･ N�

一方　  � Q6
 N �

Q

& N･  �N �� Q･ ��Q ��
 N �

�Q �

& N･ �N ��  Q･ ��Q ��
 N �

Q

& � ��N �� ･ N�

ゆえに　  Q6  �� Q6 Q6 Q･ ��Q ��
 N �

Q

&
N�  � ��Q �� ･ ��Q �� �

１

S　���　 QD  �Q��　　���　 QD  ��
�Q �

� ��

 解説

���　数列�� �QD �は初項��，公差���の等差数列であるから，一般項は

　　　　　　 QD  ���Q �� ･� �Q��

���　数列�� �QD �は初項���，公比����の等比数列であるから，一般項は

　　　　　　 QD  ��
�Q �

� ��

２

S　���　 QD  
�

� ��
�Q �� �Q �Q �� 　　���　 QD  

�

� �
Q� ��

 解説

���　数列�� �QD �は初項が��，階差数列の第�Q�項が�� �Q �であるから，Q���のとき

　　　　　　　　 QD  ��
 N �

�Q �

& �
�N  ���･

�

�
Q�Q �� ��Q ��

　　　　　　　　　� 
�

� ��
�Q �� �Q �Q �� 　……�①

　初項は� �D  ��であるから，①�は�Q ��のときにも成り立つ。

　したがって　　 QD  
�

� ��
�Q �� �Q �Q ��

���　漸化式から　　 �Q �D � QD  
Q�

　よって，数列�� �QD �は初項が��，階差数列の第�Q�項が� Q� �であるから，Q���のとき

　　　　　　　　 QD  ��
 N �

�Q �

&
N�  ��

�� ��Q �� �

�� �

　　　　　　　　　 
�

� �
Q� �� 　……�①

　初項は� �D  ��であるから，①�は�Q ��のときにも成り立つ。

　したがって　　 QD  
�

� �
Q� ��

３

S　���　 QD  
�Q �� ��　　���　 QD  �

�Q �

� ��
�

�
��

 解説

���　 �Q �D  � QD ���を変形すると　　 �Q �D �� �� QD ��

　 QE  QD ���とおくと　　 �Q �E  � QE ，�� �E  �D �� ��� �

　よって，数列�� �QE �は初項��，公比���の等比数列で　　 QE  �･
�Q ��  �Q ��

　 QD  QE ���であるから　　 QD  
�Q �� ��

���　� �Q �D �� QD ��� ��から　　 �Q �D  �
�

�
QD ��

　これを変形すると　　 �Q �D �� �
�

� � QD ��

　 QE  QD ���とおくと　　 �Q �E  �
�

� QE ，�� �E  �D �� ��� �

　よって，数列�� �QE �は初項��，公比��
�

�
�の等比数列で　　 QE  �

�Q �

� ��
�

�
�

　 QD  QE ���であるから　　 QD  �
�Q �

� ��
�

�
��

４

S　 QD  
�

�･� �Q �� �

 解説

�D  �!�，および漸化式の形から，すべての自然数�Q�に対して� QD !��となる。

両辺の逆数をとると　　
�

�Q �D
 

�� QD �

QD
��すなわち��

�

�Q �D
 ��

�

QD

�

QD
 QE �とおくと　　 �Q �E  � QE ��

�Q �E  � QE ���を変形して　　 �Q �E �� �� QE ��

数列�� QE ��� �は，初項� �E �� 
�

�D
�� 

�

�
，公比���の等比数列であるから

　　　　　 QE �� 
�

�
･ �Q ��

ゆえに， QE  
�･� �Q �� �

�
�となり　　 QD  

�

�･� �Q �� �

５

S　  QD ��Q �� ･� Q�

 解説

 �Q �D �� QD
�Q �� �の両辺を�

�Q �� �で割ると　　  
�Q �D
�Q ��

�･
�

�
QD
Q�
�

QD
Q�
 QE �とおくと　　  �Q �E �

�

� QE �　　　これを変形すると　　 �Q �E �� 
�

� � QE ��

また　　　 ��E � 
�D

�
�� 

�

�
�� ��

よって，数列�� ��QE � �は初項���，公比�
�

�
�の等比数列で

　　　　　 QE �� ��
�Q �

� �
�

�
　　　ゆえに　　

QD
Q�
 ���

�Q �

� �
�

�

したがって　　 QD  
Q� �� ���

�Q �

� �
�

�
 �Q �� ��･ Q�

６

S　 QD  �･
�Q �� ��Q��

 解説

　　 �Q �D � �Q �D  �� �Q �D ���Q ��� ��� QD ��Q  �� �Q �D � QD ��

よって　 �Q �D � QD  QE 　とおくと　　 �Q �E  � QE ��

変形すると　　 �Q �E �� �� QE ��

　　　　　　　　 �E �� �D � �D �� � �D ��� �D �� � �D �� �

よって，数列�� QE ��� �は，初項��，公比���の等比数列である。

ゆえに　　　　 QE �� �･
�Q �� 　　　したがって　　 QE  �･

�Q �� ��

よって，Q���のとき

　　　　 QD  ��
 N �

�Q �

& � �･� �N �� �  ��
�� ��Q �� �

�� �
���Q ��

　　　　　 ���･ �Q �� ����Q�� �･ �Q �� ��Q��

この式で�Q ��とすると， �D  ��となり，Q ��のときも成り立つ。

ゆえに　　 QD  �･
�Q �� ��Q��　
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１

S　���　 QD  �Q��　　���　 QD  �
�Q �

� ��

 解説

���　初項��，公差���の等差数列であるから

　　　　　　　　 QD  ���Q �� ･� �Q��

���　初項��，公比����の等比数列であるから

　　　　　　　　 QD  �
�Q �

� ��

２

S　���　 QD  
�

� �� �� Q
� �� 　　���　 QD  �

�Q �Q��

 解説

���　漸化式から　　 �Q �D � QD  
Q

� ��

　よって，数列�� �QD �の階差数列の一般項は� Q
� �� �であるから，Q���のとき

　　　　　　　　 QD  �D �
 N �

�Q �

&
N

� ��  ��
��� ��� �Q �

� ��

�� � ��

　　　　　　　　　 
��� � Q

� ��

�
 
�

� �� �� Q
� ��

　初項は� �D  ��であるから，この式は�Q ��のときにも成り立つ。

　したがって　　 QD  
�

� �� �� Q
� ��

���　漸化式から　　 �Q �D � QD  �Q��

　よって，数列�� �QD �の階差数列の一般項は��Q���であるから，Q���のとき

　　　　　　　　 QD  �D �
 N �

�Q �

& � ��N �  ���･
�

�
Q�Q �� ���Q ��

　　　　　　　　　 � �Q �Q��

　初項は� �D  ��であるから，この式は�Q ��のときにも成り立つ。

　したがって　　 QD  �
�Q �Q��

３

S　���　 QD  
�Q �� ��　　���　 QD  

Q

� �
�

�
�
�

�

 解説

���　D �D���を解いて　　D �

　ゆえに， �Q �D  � QD ���は� �Q �D �� �� QD �� �と変形できる。

　数列�� QD ��� �は，初項� �D �� �，公比���の等比数列であるから

　　　 QD �� �･
�Q �� 　　　　よって　　 QD  

�Q �� ��

���　�� �Q �D �� QD �� ��から　　 �Q �D  
�

�
QD �
�

�

　D 
�

�
D�
�

�
�を解いて　　D �

�

�

　ゆえに，�� �Q �D �� QD �� ��は� �Q �D �
�

�
 
�

� � QD ��
�

�
�と変形できる。

　数列�� QD ��
�

�
�は，初項� �D �

�

�
 
�

�
，公比�

�

�
�の等比数列であるから

　　　 QD �
�

�
 
�

�

�Q �

� �
�

�
　　　　よって　　 QD  

Q

� �
�

�
�
�

�

４

S　 QD  
�

�･� �Q �� �
　　

 解説

　 �D  �!��より，漸化式の形からすべての自然数�Q�について� QD !��である。

　漸化式の両辺の逆数をとると　　
�

�Q �D
 

�� QD �

QD
　　　よって　　

�

�Q �D
 ��

�

QD

　
�

QD
 QE �とおくと　　�� �Q �E  ��� QE

　変形すると　　　　 �Q �E �� �� QE ��

　よって，数列�� QE ��� �は公比���の等比数列で，初項は

　　　　　　 �E �� 
�

�D
�� 

�

�
�� �

　ゆえに　　 QE �� �･
�Q �� 　　　　よって　　 QE  �･

�Q �� ��

　したがって　　 QD  
�

QE
 

�

�･� �Q �� �

V　�･ �Q ��  �･ �Q �
� 
��  �� �� ��Q ��  ��Q �� ��であるから，� QD  

�

���Q �� �
　と答えても

　よい。

５

S　 QD  
��Q �� � Q�

 解説

�Q �D  � QD �
�Q �� �の両辺を� �Q �� �で割ると　　

�Q �D
�Q ��
 �･

QD
Q�
��

QD
Q�
 QE �とおくと　　 �Q �E  � QE ��

これを変形すると　　 �Q �E �� �� QE ��

また　　　　　　　　 �E �� 
�D

�
�� 

�

�
�� �

よって，数列�� QE ��� �は初項��，公比���の等比数列であるから

　　　　　　　 QE �� �･
�Q �� 　　　　　ゆえに　　

QD
Q�
 �Q �� ��

したがって　　 QD  
��Q �� � Q�

６

S　 QD  
Q� �Q

 解説

　　　　　 �Q �D  � QD �Q��　　　　�……�①

　において，Q�の代わりに�Q���とおくと

　　　　　 �Q �D  � �Q �D ��Q �� ��　……�②

　②�①�から　　 �Q �D � �Q �D  �� �Q �D � QD ��

　 �Q �D � QD  QE �とおくと　　 �Q �E  � QE ��　……�③

　また， �D  � �D ���� ��であるから　　 �E  �D � �D  ��� �

　③�を変形すると　　 �Q �E �� �� QE ��

　よって，数列�� QE ��� �は公比���の等比数列で，初項は　　 �E �� ��� �

　ゆえに　　　 QE �� �･
�Q �� 　　　　したがって　　 QE  

Q� ��

　数列�� �QE �は数列�� �QD �の階差数列であるから，Q���のとき

　　　　　　　 QD  �D �
 N �

�Q �

& � �N� �  ��
�� ��Q �� �

�� �
��Q ��

　　　　　　　　 Q� �Q

　初項は� �D  ��であるから，この式は�Q ��のときにも成り立つ。

　したがって　　 QD  
Q� �Q

T　 QE  
Q� ���を求めた後は，次のようにして� QD �を求めてもよい。

　 QE  �Q �D � QD �から　　 �Q �D � QD  
Q� ��

　 �Q �D  � QD �Q���を代入して　　�� QD �Q �� � QD  
Q� ��

　よって　　 QD  
Q� �Q

U　漸化式は　 �Q �D ��Q ��  �� QD �Q 　と変形できる。

　よって，数列�� QD ��Q �は公比���の等比数列で，初項は　　 �D �� ��� �

　ゆえに　　 QD �Q �･ �Q �� 　　　　したがって　　 QD  
Q� �Q
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１

S　���　 QD  
Q� � Q� 　　���　 QD  

DQ
�Q ��

 解説

���　 �Q �D  � QD �
Q� �の両辺を� �Q �� �で割ると　　

�Q �D
�Q ��
 
�

�
･

QD
Q�
�
�

�

　
QD
Q�
 QE �とおくと　　 �Q �E  

�

� QE �
�

�

　よって　　 �Q �E �� 
�

� � QE ��

　ここで　　 �E �� 
�D

�
�� �

�

�

　ゆえに，数列�� QE ��� �は初項��
�

�
，公比�

�

�
�の等比数列となり

　　　　　　 QE �� �
�

�

�Q �

� �
�

�
　すなわち　 QE  �

Q

� �
�

�
��

　したがって　　 QD  
Q� QE  

Q� ��
Q

� �
�

� ���  Q� � Q�

���　 �Q �D  
QD

�
�

D
Q�
�の両辺に� �Q �� �を掛けると　　 �Q �� �Q �D  Q� QD ��D

　 Q� QD  QE �とおくと　　 �Q �E  QE ��D， �E  � �D  �D

　よって，数列�� �QE �は初項��D，公差��D�の等差数列となり

　　　　　　 QE  �D��Q �� ･�D �DQ

　したがって　　 QD  
QE
Q�
 
�DQ

Q�
 

DQ
�Q ��

２

S　���　 �D  
�� (�
�

， �D  
�� �(�
�

　　���　 �Q �D  
�� (�
� QD

　　　���　 QD  
Q

� �
�� (�
�

 解説

���　△$%&4△ �$$ �+ �から　$&： �$+  %&： �$ �+

　よって　�：�� � �D  (�： �D 　　よって　 �D  
�� (�
�

　同様に，△$%&4 �△$ �$ �+ �から　�：� �D � �D  (�： �D

　 �D  
�� (�
�

�から　 �D  
�� �(�
�

���　△$%&4△ Q$ �Q �$ �Q �+ �から　��：� QD � �Q �D  (�： �Q �D

　よって　 �Q �D  
�� (�
� QD

���　���，����から�� �QD �は初項� �D  
�� (�
�

，公比�
�� (�
�

�の等比数列であるから

　　　　　 QD  
�� (�
�

･
�Q �

� �
�� (�
�

 
Q

� �
�� (�
�

１

S　 �Q �Q���個�

 解説

Q�個の円で交点が� QD �個できるとき，条件を満たす円を���個追加すると，Q�個の円とおの

おの���点で交わるから，交点が��Q�個増える。

ゆえに　　　 �Q �D  QD ��Q　　　　すなわち　　 �Q �D � QD  �Q���Q ��

よって，Q���のとき

　　　　　　 QD  �D �
 N �

�Q �

& �N ��
 N �

�Q �

& �N��･�

　　　　　　　 ���･
�

� �Q �� Q�� �Q �Q

�D  ��であるから，この式は�Q ��のときにも成り立つ。

したがって，Q�個の円によって，交点は��
�Q �Q �個できる。

２

S　���　 QD  �･
�Q �

� �
�

�
　　���　 QE  ��･

�Q �

� �
�

�
��　　���　 QE  �����Q ��

�Q �

� �
�

�

 解説

���　  ' QF

�[ QF

� �QD W QE GW
QF

�[ QF

� ��
QD

�
�W QE W

　　　　　　　　　��� 
QD

� �
�[ �� QF [ � QE [

　　　　　　　　　��� 
QD

�
�[ �� QD QF � QE [

　よって　　 �Q �D �[ � �Q �E [ 
QD

�
�[ �� QD QF � QE [

　これが�[�についての恒等式であるから

　　　　　 �Q �D  
�

�
QD ，�� �Q �E  QE � QD QF ��……�①

　ゆえに，数列�� �QD �は初項� �D  �，公比�
�

�
�の等比数列であるから

　　　　　 QD  �･
�Q �

� �
�

�

���　 QF  
�Q �� �のとき，①�から

　　　　　 �Q �E  QE � QD QF

　　　　　　　 QE ��･
�Q �

� �
�

�
･ �Q ��

　　　　　　　 QE ��･
�Q �

� �
�

�

　よって，数列�� �QE �の階差数列の第�Q�項は��･
�Q �

� �
�

�
�であるから，Q���のとき

　　　　　 QE  �E �
 N �

�Q �

& �･
�N �

� �
�

�

　　　　　　 ���･

�
�Q �

� �
�

�
�

�
�

�
�

　　　　　　 ��･
�Q �

� �
�

�
��　……�②

　Q ��のとき　　��･
�

� �
�

�
�� �

　 �E  ��であるから，②�は�Q ��のときにも成り立つ。

　したがって　　 QE  ��･
�Q �

� �
�

�
��

���　 QF  Q�のとき，①�から

　　　　　 �Q �E  QE ��･Q
�Q �

� �
�

�

　よって，Q���のとき

　　　　　 QE  �E ��
 N �

�Q �

& N
�N �

� �
�

�
�

　　　　　　 ���
 N �

�Q �

& N
�N �

� �
�

�
……�③

　ここで，6 
 N �

�Q �

& N
�N �

� �
�

�
���Q �� �とおくと

　　　　　6 �･
�

� �
�

�
��･

�

� �
�

�
��･

�

� �
�

�
��……���Q �� ･

�Q �

� �
�

�

　両辺に�
�

�
�を掛けると

　　　　
�

�
6 �･

�

� �
�

�
��･

�

� �
�

�
��……���Q �� ･

�Q �

� �
�

�
�� �Q � ･

�Q �

� �
�

�

　辺々を引くと

　　　　
�

�
6 ��

�

� �
�

�
�

�

� �
�

�
��……��

�Q �

� �
�

�
�� �Q � ･

�Q �

� �
�

�

　　　　　��� �･

��
�Q �

� �
�

�

��
�

�

��Q ��
�Q �

� �
�

�
 ���Q ��

�Q �

� �
�

�

　ゆえに　　
 N �

�Q �

& N
�N �

� �
�

�
 6 ���Q ��

�Q �

� �
�

�

　③�に代入して

　　　　　　 QE  �������Q ���
�Q �

� �
�

�
 �����Q ��

�Q �

� �
�

�
　……�④

　Q ��のとき　　����･�･� �

　 �E  ��であるから，④�は�Q ��のときにも成り立つ。

　したがって　　 QE  �����Q ��
�Q �

� �
�

�
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１

S　���　 �D  �　　���　 �Q �D  
�

� QD �
�

�
　　���　 QD  �

�Q �

� �
�

�
��

 解説

���　 �6  �D �であるから， Q6  �� QD ��Q����……�①�において

　Q ��とすると　　 �D  �� �D ��･���

　よって　　　　　�� �D  �

���　①�から　　　� �Q �6  �� �Q �D ���Q �� ��　……�②

　②�①�から　　 �Q �6 � Q6  �� �Q �D �� QD ��

　 �Q �6 � Q6  �Q �D �であるから

　　　　　　　　　 �Q �D  �� �Q �D �� QD ��

　ゆえに　　　　　 �Q �D  
�

� QD �
�

�

���　 �Q �D  
�

� QD �
�

�
�を変形して　　 �Q �D �� 

�

� � QD ��

　よって，数列�� QD ��� �は，初項� �D �� �，公比�
�

�
�の等比数列である。

　ゆえに　　 QD �� �
�Q �

� �
�

�

　よって　　 QD  �
�Q �

� �
�

�
��

２

S　 QD  
�･�

Q� Q
� ��

�
　　

 解説

　 �Q �D  �Q �D �� QD �を変形すると

　　　　　　　 �Q �D � �Q �D  �� �Q �D � QD 　　��……�①

　　　　　　　 �Q �D �� �Q �D  �� ��Q �D � QD 　……�②

　①�から，数列�� �Q �D �� QD �は初項� �D � �D  ��，公比���の等比数列で

　　　　　 �Q �D � QD  ��･
�Q �� 　　すなわち　　 �Q �D � QD  �･

Q� 　……�③

　②�から，数列�� �Q �D ��� QD �は初項� �D �� �D  �，公比����の等比数列で

　　　　　 �Q �D �� QD  �･
�Q �

� �� 　　すなわち　　 �Q �D �� QD  
�Q �

� �� 　……�④

　③�④�から　　� QD  �･
Q� � �Q �

� �� 　　　　よって　　 QD  
�･�

Q� Q
� ��

�

３

S　���　 QD  
�

Q
　　���　  QD ��Q �

 解説

���　両辺に�Q�Q �� �を掛けると　　�Q �� �Q �D  QQD

　 QQD  QE �とおくと　　 �Q �E  QE

　また， �E  �･ �D  ��から　　 QE  �Q �E  �……� �E  �

　したがって　　 QE  �

　よって　　　　 QD  
�

Q

���　両辺を�Q�Q �� �で割ると　　
�Q �D

�Q �
 

QD

Q
�

�

Q� �Q �

　
QD

Q
 QE �とおくと　　 �Q �E  QE �

�

Q� �Q �

　ゆえに　　 �Q �E � QE  
�

Q
�

�

�Q �
　　　　また　　 �E  �D  �

　よって，Q���のとき

　　　　　　 QE  �E �
 N �

�Q �

& � ��
�

N

�

�N �
 ���� ��

�

Q
 ��

�

Q

　 �E  ��であるから，この式は�Q ��のときにも成り立つ。

　ゆえに　　 QE  ��
�

Q
���Q ��

　よって　　 QD  �Q��

４

S　 QD  
�� �� Q��

 解説

�D  �!��で， �Q �D  �( QD ��!���であるから，すべての自然数�Q�に対して� !QD ��であ

る。よって， �Q �D  �( QD �の両辺の���を底とする対数をとると

　　　　　 �ORJ �Q �D  �ORJ �( QD 　　　ゆえに　　 �ORJ �Q �D  ��
�

�
�ORJ QD

�ORJ QD  QE �とおくと　　  �Q �E ��
�

� QE 　　これを変形して　　  ��Q �E �
�

� � �QE �

ここで　　 �E �� �ORJ ��� ���

よって，数列�� ��QE � �は初項���，公比�
�

�
�の等比数列で

　　　　　 �QE � ��
�Q �

� �
�

�
　すなわち　 QE  ��

�� Q�

したがって， �ORJ QD  ��
�� Q� �から　　 QD  

�� �� Q��

５

S　 QD  �･
�Q �� ��， QE  �･

�Q �� ��

 解説

�Q �D  � QD � QE 　……�①， �Q �E  QD �� QE 　……�②　とする。

①＋②�から　　 �Q �D � �Q �E  �� QD � QE 　　また　　 �D � �E  �

よって，数列�� QD �� QE �は初項��，公比���の等比数列で

　　　　　　　� QD � QE  �･
�Q �� 　……�③

①－②�から　　 �Q �D � �Q �E  QD � QE

ゆえに　　　　� QD � QE  �Q �D � �Q �E  �……� �D � �E

�D � �E  ���であるから　　 QD � QE  ��　……�④

③�④�から　　� QD  �･
�Q �� ��　　よって　　 QD  �･

�Q �� ��

③�④�から　　� QE  �･
�Q �� ��　　よって　　 QE  �･

�Q �� ��

よって　　　　� QD  �･
�Q �� ��， QE  �･

�Q �� ��

T　 �Q �D  � QD � QE �から　　 QE  �Q �D �� QD 　……�①

　よって　　 �Q �E  �Q �D �� �Q �D 　……�②

　①，②�を� �Q �E  QD �� QE �に代入して

　　　　　　 �Q �D �� �Q �D  QD ��� �Q �D �� QD

　ゆえに　　 �Q �D �� �Q �D �� QD  �

　よって　　 �Q �D � �Q �D  �� �Q �D � QD

　また　　　 �D � �D  �� �D � �E � �D  �D � �E  �

　ゆえに，数列�� �Q �D �� QD �は初項��，公比���の等比数列で

　　　　　　 �Q �D � QD  �･
�Q ��

　数列�� �QD �の階差数列の第�Q�項が��･
�Q �� �であるから，Q���のとき

　　　　　　 QD  �D �
 N �

�Q �

& �･
�N ��  ���･

��Q �� �

�� �
 �･

�Q �� ��

　初項は� �D  ��なので，この式は�Q ��のときにも成り立つ。

　また　　　 QE  �Q �D �� QD  ��･
Q� �� ����･

�Q �� ��  �･
�Q �� ��

　よって　　 QD  �･
�Q �� ��， QE  �･

�Q �� ��

６

S　 QS  
�

� �� ��
Q

� �
�

�

 解説

�Q �� �回の試行で���のカードが奇数回取り出されるのは，

　>�@　Q�回の試行で���のカードが奇数回取り出され，�Q �� �回目に���のカードが取り出

　　されない

　>�@　Q�回の試行で���のカードが偶数回取り出され，�Q �� �回目に���のカードが取り出

　　される

のいずれかであり，>�@，>�@�は互いに排反であるから

　　　 �Q �S  QS ･
�

�
��� � QS ･

�

�
 
�

�
QS �
�

�

変形すると　 �Q �S �
�

�
 
�

� � QS ��
�

�

また　　　　 �S �
�

�
 
�

�
�
�

�
 �

�

�

よって，数列�� QS ��
�

�
�は初項��

�

�
，公比�

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　　 QS �
�

�
 �

�

�

�Q �

� �
�

�

したがって　 QS  
�

�
�
�

�

Q

� �
�

�
 
�

� �� ��
Q

� �
�

�
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１

S　 QD  �
Q

� �
�

�
��

 解説

�D  �6 �であるから　　 �D  ��� �D 　　　　ゆえに　　 �D  
�

�

�Q �D  �Q �6 � Q6 �であるから　　 �Q �D  �Q�� �� �Q �D ��Q �� QD

よって　　　 �Q �D  
�

�
QD �
�

�

これを変形して　　 �Q �D �� 
�

� � QD �� 　　　　また　　 �D �� 
�

�
�� �

�

�

ゆえに，数列�� QD ��� �は初項��
�

�
，公比�

�

�
�の等比数列で

　　　　　　 QD �� �
�

�

�Q �

� �
�

�
　　　したがって　　 QD  �

Q

� �
�

�
��

２

S　���　 QD  
��Q �� �Q �

� ��

�
　　　���　 QD  ���

�Q �

� �
�

�
�

 解説

���　 �Q �D � �Q �D �� QD  ��を変形すると

　　　　 �Q �D �� �Q �D  ��� �Q �D �� QD 　　　また　　 �D �� �D  �

　　　　 �Q �D �� �Q �D  �� �Q �D �� QD 　　　　また　　 �D �� �D  �

　数列�� �Q �D ��� QD �は初項��，公比����の等比数列で

　　　　　　　　　 �Q �D �� QD  
�Q �

� �� 　……�①

　数列�� �Q �D ��� QD �は初項��，公比���の等比数列で

　　　　　　　　　 �Q �D �� QD  
�Q �� 　　���……�②

　②�①�から　　� QD  
�Q �� � �Q �

� �� 　　　よって　　 QD  
��Q �� �Q �

� ��

�

���　� �Q �D �� �Q �D � QD  ��を変形すると

　　　　　　　　　�　　� �Q �D � �Q �D  
�

� � �Q �D � QD

QE  �Q �D � QD �とおくと，数列�� �QE �は初項� �E  �D � �D  �，公比�
�

�
�の等比数列。

よって，Q���のとき　�� QD  �D �
 N �

�Q �

& NE  ��
 N �

�Q �

&
�N �

� �
�

�

　　　　　　　　　　　　 ���
�Q �

� �
�

�

これは�Q ��の場合にも適するから　 QD  ���
�Q �

� �
�

�
　

T��　� �Q �D �� �Q �D � QD  ��を変形して

　　　　　 �Q �D �
�

� QD  QD �
�

� �Q �D  …… �D �
�

� �D  
�

�

　　　　 �Q �� �を掛けると　 �Q �� �Q �D � Q� QD  �･
Q� 　 Q� QD  QE �とおくと

　　　　 QE  �E �
 N �

�Q �

& �･
N�  �･

Q� ��　　よって　 QD  ���
�Q �

� �
�

�

T��　� �Q �D �� �Q �D � QD  ��を変形すると

　　　　　 �Q �D � �Q �D  
�

� � �Q �D � QD ， �Q �D �
�

� �Q �D  �Q �D �
�

� QD

　よって　 �Q �D � QD  
�Q �

� �
�

�
�……�①， �Q �D �

�

� QD  
�

�
�……�②

　①，②�から， �Q �D �を消去すると　 QD  ���
�Q �

� �
�

�
�

３

S　���　 QD  
�

Q
　　���　 QD  Q　　���　 QD  �Q��

 解説

���　漸化式から　　�Q �� �Q �D  QQD  �Q �� �Q �D  …… �･ �D

　ゆえに　　 QQD  �･ �D  �　　　　よって　　 QD  
�

Q

���　漸化式の両辺を�Q�Q �� �で割ると　　
�Q �D

�Q �
 

QD

Q

　ゆえに　　
�Q �D

�Q �
 

QD

Q
 

�Q �D

�Q �
 …… 

�D

�

　よって　　
QD

Q
 

�D

�
 �　　　　��したがって　　 QD  Q

���　漸化式の両辺を�Q�Q �� �で割ると　　
�Q �D

�Q �
 

QD

Q
�

�

Q� �Q �

　ゆえに　　
�Q �D

�Q �
�

QD

Q
 

�

Q� �Q �
 ��

�

Q ��
�

�Q �

　よって　　
QD

Q
 

�D

�
�

 N �

�Q �

& �� ��
�

N

�

�N �
 ����� ��

�

Q
 ��

�

Q

　したがって　　 QD  �Q��

４

S　 QD  
��Q �� ��

 解説

漸化式から，数列�� �QD �の各項は正である。

よって， �Q �D  � �
QD �の両辺は正であるから，両辺の���を底とする対数をとると

　　　　　 �ORJ �Q �D  �ORJ � �
QD 　　　ゆえに　　 �ORJ �Q �D  � �ORJ QD ��

�ORJ QD  QE �とおくと　　 �Q �E  � QE ��

これを変形して　　　　　 �Q �E �� �� QE ��

また　　　 �E �� �ORJ �D �� �ORJ ��� �

よって，数列�� QE ��� �は初項��，公比���の等比数列であるから　　 QE �� 
�Q ��

ゆえに　　 QE  
�Q �� ��　　　したがって　　 QD  

QE�  ��Q �� ��

５

S　 QD  
�Q� �Q ��

�
， QE  

�Q� �Q ��

�

 解説

�Q �D  � QD �� QE ��……�①， �Q �E  � QD �� QE ��……�②　とする。

①�②�から　　　 �Q �D � �Q �E  �� QD � QE

また　　　　　　� �D � �E  ��� �

よって，数列�� QD �� QE �は初項��，公比���の等比数列で　　 QD � QE  �･
�Q ��

すなわち　　　　� QD � QE  
Q� 　……�③

①�②�から　　　 �Q �D � �Q �E  �� QD � QE

また　　　　　　� �D � �E  ��� �

よって，数列�� QD �� QE �は初項��，公比���の等比数列で　　 QD � QE  �･
�Q ��

すなわち　　　　� QD � QE  
�Q �� 　……�④

③�④�から　　� QD  
Q� � �Q �� 　　　　よって　　 QD  

�Q� �Q ��

�

③�④�から　　� QE  
Q� � �Q �� 　　　　�よって　　 QE  

�Q� �Q ��

�

６

S　 QS  
�

� �� ��
Q

� ��
�

�

 解説

点�3�が�Q���秒後に頂点�$�にいるのは，Q�秒後に頂点�2，%，&�のいずれかにいて，そ

の���秒後に頂点�$�に移動する場合である。

点�3�が�Q�秒後に頂点�2，%，&�のいずれかにいる確率は　　�� QS

よって　　　　 �Q �S  
�

� �� � QS

これを変形して　　 �Q �S �
�

�
 �

�

� � QS ��
�

�

また　　　　　 �S �
�

�
 
�

�
�
�

�
 
�

��

よって，数列�� QS ��
�

�
�は初項�

�

��
，公比��

�

�
�の等比数列で

　　　　　　　 QS �
�

�
 
�

��

�Q �

� ��
�

�

したがって　　 QS  
�

� �� ��
Q

� ��
�

�
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１

S　 QD  Q･
�Q ��

 解説

　 �Q �D �� �Q �D �� QD  ��を変形すると　　 �Q �D �� �Q �D  �� �Q �D �� QD

　また　　　　 �D �� �D  ��� �

　よって，数列�� �Q �D ��� QD �は初項��，公比���の等比数列で

　　　　　 �Q �D �� QD  �･
�Q �� 　　すなわち　　 �Q �D �� QD  

Q�

　両辺を� �Q �� �で割ると　　
�Q �D
�Q ��
�

QD
Q�
 
�

�

　 QE  
QD
Q�
�とおくと　　 �Q �E � QE  

�

�
　　　　また　　 �E  

�D

�
 
�

�

　よって，数列�� �QE �は初項�
�

�
，公差�

�

�
�の等差数列で

　　　　　　　　　 QE  
�

�
��Q �� ･

�

�
 

Q

�

　 QD  
Q� ･ QE �であるから　　 QD  

Q� ･
Q

�
 Q･

�Q ��

２

S　���　 �Q �E  QE �
�

Q� �Q � � �Q �
　　���　 QD  

���Q Q �

�

 解説

���　 QD  Q�Q �� QE �を� �Q �QD  �Q �� QD ���に代入して

　　　　�Q･�Q �� �Q �� �Q �E  �Q �� ･Q�Q �� QE ��

　両辺を�Q�Q �� �Q �� �で割ると　　 �Q �E  QE �
�

Q� �Q � � �Q �

���　����から　　 �Q �E � QE  
�

Q� �Q � � �Q �

　　　　　　　　　　　�� 
�

� �
�

Q� �Q � ��
�

� �Q � � �Q �

　 �Q �E � QE  QF �とおくと　　 QF  
�

� �
�

Q� �Q � ��
�

� �Q � � �Q �

　ここで　　 �E  
�D

･� �
 
�

�
･
�

�
 
�

�

　よって，Q���のとき

　　　 QE  �E �
 N �

�Q �

& NF

　　　　 
�

�
�
�

� ��
�

･� � ��
�

･� �
��

�

･� � ��
�

･� �
��……� ��� ��

�

� �Q � Q

�

Q� �Q �

　　　　� 
�

�
�
�

� �
�

� ��
�

Q� �Q �
 
�

�
�

�

�Q� �Q �
　……�①

　Q ��のとき　　
�

�
�

�

･･� � �
 
�

�

　 �E  
�

�
�であるから，①�は�Q ��のときも成り立つ。

　よって　　 QD  Q�Q �� QE  Q�Q �� �
�

� ��
�

�Q� �Q �
 

���Q Q �

�

３

S　 QD  
�

Q� �Q � � �Q �

 解説

解答��．漸化式を変形して　　 QD  
�Q �

�Q �
�Q �D 　�Q ��

　ゆえに　　 QD  
�Q �

�Q �
･
�Q �

�Q � �Q �D 　�Q ��

　これを繰り返して

　　　　　　 QD  
�Q �

�Q �
･
�Q �

�Q �
･
�Q �

Q
･
�Q �

�Q �
･……･

�

�
･
�

�
･
�

�
･
�

�
�D

　よって　　 QD  
･･� � �

� �Q � � �Q � Q
･
�

�
　すなわち　 QD  

�

Q� �Q � � �Q �
��……�①

　Q ��のとき　　
�

･･� � �
 
�

�

　 �D  
�

�
�であるから，①�は�Q ��のときも成り立つ。

解答��．漸化式の両辺に�Q�Q �� �を掛けると

　　　　　　Q�Q �� �Q �� QD  �Q �� Q�Q �� �Q �D 　�Q ��

　よって　　Q�Q �� �Q �� QD  �Q �� Q�Q �� �Q �D  …… �･�･� �D  �

　したがって　　 QD  
�

Q� �Q � � �Q �
��……�①

　Q ��のとき　　
�

･･� � �
 
�

�

　 �D  
�

�
�であるから，①�は�Q ��のときも成り立つ。

４

S　���　� [，\  � �，� ，� ��
�

�
，�

　　　���　 QD  
�･�

�Q �� �Q ��

�
， QE  

�･�
�Q �� �Q ��

�

 解説

���　 �Q �D � �Q �[E  � QD � QE �[�� QD �� QE

　　　　　　　��� �� ��[ QD ��� ��[ QE

　よって， �Q �D � �Q �[E  \� QD � Q[E �とすると

　　　　　　　　�� ��[ QD ��� ��[ QE  Q\D � Q[\E

　これがすべての�Q�について成り立つための条件は

　　　　　　　　���[ \，�����[ [\

　これを解くと　　� [，\  � �，� ，� ��
�

�
，�

���　����から　　 �Q �D � �Q �E  �� QD � QE ， �D � �E  �；

　　　　　　　� �Q �D �
�

�
�Q �E  �� QD ��

�

�
QE ， �D �

�

�
�E  �

�

�

　よって，数列�� QD �� QE �は初項��，公比���の等比数列；

　　　　　数列�� QD ��
�

� QE �は初項��
�

�
，公比���の等比数列。

　ゆえに　　 QD � QE  �･
�Q �� ��……�①，　 QD �

�

�
QE  �

�

�
･

�Q �� ��……�②

　�①�②���	��から　　 QD  
�･�

�Q �� �Q ��

�

　�①�②�	
�

�
�から　　　 QE  

�･�
�Q �� �Q ��

�

５

S　���　 �Q �D  � QD �� QE ， �Q �E  QD �� QE 　　���　 QF  
Q

� �� (�

　　　���　 QD  
�

� �
Q

� �� (� �� Q
� �� (� ， QE  

(�
�� �

Q
� �� (� �� Q

� �� (�

 解説

���　 �Q �D � �Q �E (�  
�Q �

� �� (�  Q
� �� (� �� �(�

　　　　　　　　��� � QD � QE (� �� �(�

　　　　　　　　��� � QD �� QE �� QD �� QE (�

　 �Q �D ， �Q �E ，� QD �� QE ， QD �� QE �は有理数，(� �は無理数であるから

　　　　　　　 �Q �D  � QD �� QE ，�� �Q �E  QD �� QE

���　 �Q �F  �Q �D � �Q �E (�  � QD �� QE �� QD �� QE (�

　　　　 QD �� �(� �(� QE �� �(�

　　　　 �� �(� � QD � QE (�  �� �(� QF

　よって　　 �Q �F  �� �(� QF

　また，��(�  �D � �E (� �であるから　　 �D  �， �E  �

　ゆえに　　 �F  �D � �E (�  ��(�

　よって，数列�� �QF �は初項���(� ，公比���(� �の等比数列で

　　　　　　 QF  �� �(� ･
�Q �

� �� (�  Q
� �� (�

���　条件から　　　� QD � QE (�  
Q

� �� (� 　……�①

　����の結果から　　 QD � QE (�  
Q

� �� (� 　……�②

　①�②�から　　� QD  
Q

� �� (� � Q
� �� (�

　よって　　 QD  
�

� �
Q

� �� (� �� Q
� �� (�

　①�②�から　　�(� QE  
Q

� �� (� � Q
� �� (�

　よって　　 QE  
(�
�� �

Q
� �� (� �� Q

� �� (�
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１

S　���　略　　���　  �Q �E �QE
�

�
， QD  ��

�

Q

 解説

���　ある自然数�Q �について� �Q �D  ��とすると，条件式から

　　　　　　 QD �� �� QD �� 　　　ゆえに　　  QD �

　よって　　 �Q �D  QD  �Q �D  �……�  �D �　　　これは条件�  �D ��に反する。

　ゆえに，  �Q �D ��を満たす自然数�Q �はない。

　また　　　 �D 
�

　したがって，すべての自然数�Q �に対して� QD 
��である。

���　 ��Q �D � �
�QD �

�QD �
���から　　 ��Q �D � �

�� �QD �

�QD �

　����より� QD 
��であるから，両辺の逆数をとると

　　　　　　
�

��Q �D �
 �

�

�
･
�QD �

�QD �
　　　よって　　

�

��Q �D �
 �

�

�
�

�

�QD �

　ゆえに　　 �Q �E  QE �
�

�
　　　また　　 �E  

�

��D �
 �

�

�

　よって，数列�� �QE �は初項��
�

�
，公差��

�

�
�の等差数列で

　　　　　　  QE  ��
�

�
･� �Q � � ��

�

�
�

Q

�
　

　したがって　　 QD  ��
�

QE
 ��

�

Q

２

S　
�Q

�Q �

 解説

条件�>%@�から

　ORJ � �Q � �ORJ QD  ORJ � �Q � �ORJ �Q �D

ゆえに　�Q �� QD  �Q �� �Q �D

よって　�Q �� Q QD  Q�Q �� �Q �D

したがって　�Q �� Q QD  �Q �� �Q �� �Q �D  …… �･�･ �D  �

ゆえに　 QD  
�

Q� �Q �

よって　
 N �

Q

& ND  
 N �

Q

& �� ��
�

N

�

�N �
 ���

�

� ��
�

�
��
�

� ��
�

�
��……���

�

Q ���
�

�Q �

　　　　　　　　　　　　　　　� ��� ��
�

�Q �
 
�Q

�Q �

３

S　���　 �D  
��

�
， �D  

��

�
　　���　 �Q �D  

�

� �Q �D � QD

　　　���　 QD  
�Q �� �

�Q �

� ��
�

�

 解説

���　 �
�D � �

�D �……�
�

QD  
�

�
QD �Q �D 　……�①　とおく。

　①�で�Q ��のとき　　 �
�D  

�

� �D �D

　 �D  ��を代入して　　 ��  
�

�
･�･ �D 　　　　よって　　 �D  

��

�

　また，①�で�Q ��のとき　　　� �
�D � �

�D  
�

�
�D �D

　 �D  �， �D  
��

�
�を代入して　　 �� �

�

� �
��

�
 
�

�
･� �
��

�
･ �D

　ゆえに　　 �D  
��

�

���　 �
�D � �

�D �……�
�

QD � �
�Q �D  

�

�
�Q �D �Q �D 　……�②

　とおく。

　②�①�から　　 �
�Q �D  

�

� �Q �D � �Q �D � QD 　　��……�③

　 �D  �
��であるから，すべての自然数�Q�について　　� ①�の左辺 
�

　よって， QD �Q �D 
��である。

　ゆえに，すべての自然数�Q�について� QD 
��である。

　③�から　　���　 �Q �D  
�

� � �Q �D � QD

　したがって　　 �Q �D  
�

� �Q �D � QD 　……�④

���　④�を変形して

　　　　　 �Q �D �� �Q �D  �
�

� � �Q �D �� QD 　……�⑤

　　　　　 �Q �D �
�

� �Q �D  �� �Q �D ��
�

� QD 　�……�⑥

　⑤�より，数列�� �Q �D ��� QD �は初項� �D �� �D  �
�

�
，公比��

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　 �Q �D �� QD  �
�

�

�Q �

� ��
�

�
 �

Q

� ��
�

�
　……�⑦

　⑥�より，数列�� �Q �D ��
�

� QD �は初項� �D �
�

� �D  ��，公比���の等比数列であるから

　　　　　 �Q �D �
�

�
QD  ��･

�Q ��  �･
Q� 　……�⑧

　⑧�⑦�から　　
�

�
QD  �･

Q� ��
Q

� ��
�

�

　したがって　　�� QD  
�Q �� �

�Q �

� ��
�

�

４

S　���　 �D  
�

�
， �E  

�

�
， �F  �， �D  

�

�
， �E  

�

�
， �F  

�

�

　　　���　 �Q �D  
�

�
QD �
�

�
QE ， �Q �E  

�

�
QD �
�

�
QF ， �Q �F  

�

�
QE �
�

�
QF

　　　���　 QE  
�

�

�Q �

� ��
�

�
�
�

�

 解説

　　　　　　　　　　　○��

　　　　　�○�

　　　　　　　　　　　��○

○��

　　　　　　　　　　　�○�

　　　　　○��

　　　　　　　　　　　○��

表

裏

表

表
裏

裏

���　赤玉を持っていることを�○，持っていない

　ことを���とし，$，%，&�の順に�○，��を

　表すことにする。

　��回の操作による�$，%，&�の玉の移動は，

　右のようになるから

　　　 �D  
�

�
， �E  

�

�
， �F  �，

　　　 �D  
�

�
･
�

�
�
�

�
･
�

�
 
�

�
，

　　　 �E  
�

�
･
�

�
 
�

�
， �F  

�

�
･
�

�
 
�

�

　　　　%

$�

　　　　$

表

裏

　　　　$

%�

　　　　&

表

裏

　　　　&

&

　　　　%

表

裏

���　$，%，&�が赤玉を持っているとき，

　硬貨の表裏の出方によって，赤玉の移

　動は右のようになる。

　ゆえに　　 �Q �D  
�

� QD �
�

� QE ，

　　　　　　 �Q �E  
�

�
QD �
�

�
QF ，

　　　　　　 �Q �F  
�

� QE �
�

� QF

���　操作を�Q�回繰り返した後，$，%，&�のいずれかが赤玉を持っているから，

　 QD � QE � QF  ��であり，����から　　 �Q �E  
�

� � QD � QF  
�

� �� � QE

　よって　　� �Q �E �
�

�
 �

�

� � QE ��
�

�

　数列�� QE ��
�

�
�は，初項� �E �

�

�
 
�

�
，公比��

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　　 QE �
�

�
 
�

�

�Q �

� ��
�

�

　ゆえに　　 QE  
�

�

�Q �

� ��
�

�
�
�

�
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１

S　���　略　　���　略

 解説

���　与えられた等式を�①�とする。

　>�@　Q ��のとき　　　� 左辺  ��，� 右辺  
�

� �
��� ��  ��

　　ゆえに，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると

　　　　　　　　����� ��� ��……��
N��  
�

� �
�N ��� �� 　……�②

　　Q N���のとき，①�の左辺について考えると，②�により

　　　　　����� ��� ��……��
N�� � �N ���

　　　　 
�

� �
�N ��� �� � �N ���  

���N ��� ･�
�N ��� �

�

　　　　 
�

� ���･
�N ��� ��  

�

� �
�� ��N � ��� ���

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�により，①�はすべての自然数�Q�について成り立つ。

���　与えられた等式を�①�とする。

　>�@　Q ��のとき　　　� 左辺  �，� 右辺  
�

�
･�･� ��� ･�� ��  �

　　ゆえに，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると

　　　　　�･���･���･���……��N��N ��  
�

�
N�N �� ��N �� 　……�②

　　Q N���のとき，①�の左辺について考えると，②�により�

　　　　　�･���･���･���……��N��N �� �� �N � ���N �� ���

　　　　 
�

�
N�N �� ��N �� ��N �� ���N �� ���  

�

� �N �� �N��N �� ����N ���

　　　　 
�

� �N �� ��
�N ���N ���  

�

� �N �� �N �� ��N ��

　　　　 
�

� �N �� ��N �� ��� ���N �� ���

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�により，①�はすべての自然数�Q�について成り立つ。

２

S　略

 解説

すべての自然数�Q�について，次の事柄を証明すればよい。

　　　　　　「 �Q �� � ��Q �� �は����の倍数である」　……�①

>�@　Q ��のとき　　 �Q �� � ��Q ��  �� � ��  ���� ��

　よって，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると，P�を整数として

　　　　　　　　　 �N �� � ��N ��  ��P

　と表される。Q N���のときを考えると

　　　　　 �� ��N � �� � ��� ��N � ��  �N �� � ��N ��  �･
�N �� ���･

��N ��

　　　　　　　　　　　　　 �･
�N �� ���･

��N �� ��� ･
��N ��

　　　　　　　　　　　　　 ��
�N �� � ��N �� ���･

��N ��

　　　　　　　　　　　　　 �･��P���･
��N ��

　　　　　　　　　　　　　 ����P � ��N ��

　�P� ��N �� �は整数であるから， �� ��N � �� � ��� ��N � �� �は����の倍数となり，Q N���のとき

　にも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

３

S　略

 解説

Q� ! �Q ��……�①�とする。

>�@　Q ��のとき

　　　　　　� 左辺  ��  ��，� 右辺  ��  ��

　ゆえに，不等式�①�は�Q ��のとき成り立つ。

>�@　N���として，Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると

　　　　　　 N� ! �N

　Q N���のとき，①�の両辺の差を考えると

　　　　　　 �N �� � �
� �N �  �･

N� ��
�N ��N ��

　　　　　　　　　　　　�!� �N ��
�N ��N ��

　　　　　　　　　　　　� �N ��N�� N�N �� ��!�

　すなわち　 �N �� ! �
� �N �

　よって，Q N���のときにも不等式�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，不等式�①�は�Q���を満たすすべての自然数�Q�について成り立つ。

４

S　���　 �D  
�

�
， �D  

�

�
， �D  

�

�
　　���　 QD  

Q

��Q �
，証明略

 解説

���　 �D  
�� �D �

�� �D �
 

�･� � �

�･� � �
 
�

�

　　 �D  
�� �D �

�� �D �
 

�･�
�

�
�

�･�
�

�
�

 
�･� � �

�･� � �
 
�

�

　　 �D  
�� �D �

�� �D �
 

�･�
�

�
�

�･�
�

�
�

 
�･� � �

�･� � �
 
�

�

���　����から， QD  
Q

��Q �
　……�①�と推測される。

　>�@　Q ��のとき　　 �D  
�

�･� � �
 ��から，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると　　 ND  
N

��N �
　……�②

　　Q N���のときを考えると，②�から

　　　　　 �N �D  
�� ND �

�� ND �
 

�･�
N

��N �
�

�･�
N

��N �
�

 
��N � ��N �

��N � ��N �
 

�N �

��N �
 

�N �

��� �N � �

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

５

S　略

 解説

>�@　Q ��のとき　　 �[ � �\  [�\

　　Q ��のとき　　 �[ � �\  �
� �[ \ ��[\

　よって，Q �，��のとき， Q[ � Q\ �は整数である。

>�@　N���として，Q N��，N�のとき， Q[ � Q\ �が整数であると仮定する。

　Q N���のときを考えると

　　　　 �N �[ � �N �\  �
N[ � N\ �[ �\ �[\�

�N �[ � �N �\

　仮定より， N[ � N\ ， �N �[ � �N �\ �は整数であるから， �N �[ � �N �\ �は整数である。

　よって，Q N���のときにも� Q[ � Q\ �は整数である。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について， Q[ � Q\ �は整数である。
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１

S　���　略　　���　略

 解説

���　����� ��� �……�
�Q ���  

�

� �
Q�� �� 　……�①�とする。

　>�@　Q ��のとき

　　　　　左辺 �　　　右辺 
�

� ��� ��  �

　　よって，Q ��のとき，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つ，すなわち

　　　　����� ��� �……�
�N ���  

�

� �
N�� �� 　……�②

　　と仮定する。Q N���のとき，①�の左辺について考えると，②�から

　　　　����� ��� �……�
�N ��� � N��  

�

� �
N�� �� � N��

　　　　　　　　　　　　　　　　　　�� 
�

� �
N�� ���� ･

N��

　　　　　　　　　　�　　　　　　　　� 
�

� �
�N ��� ��

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

���　この等式を��$��とする。

>�@　Q ��のとき

　　　　　　� 左辺  ��  �，　� 右辺  
�

�
･�･��･� �� ･��･� ��  �

　　よって，Q ��のとき，�$��が成り立つ。

　>�@　Q N�のとき��$��が成り立つ，すなわち

　　　　　　 �� � �� � �� �……�
�

� ��N �  
�

�
N��N �� ��N ��

　　であると仮定すると，Q N���のときの��$��の左辺は

　　　　　　 �� � �� � �� �……�
�

� ��N � � �
� ���� �N � �

　　　　　 
�

�
N��N �� ��N �� � �

� ��N �  
�

� ��N �� �N��N �� ����N ���

　　　　　 
�

� ��N �� ��
�N ��N ��  

�

� �N �� ��N �� ��N ��

　　Q N���のときの��$��の右辺は

　　　　　　
�

� �N �� ���N �� ��� ���N �� ���  
�

� �N �� ��N �� ��N ��

　　よって，Q N���のときも��$��が成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について��$��が成り立つ。

２

S　略

 解説

｢ ��Q �� � �Q �� �は����の倍数である｣�を�①�とする。

>�@　Q ��のとき　　 �･� � �� � �� ��  ����� �� ��･�

　よって，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　　　 ��N �� � �N ��  ��P����P�は整数���……�②　とおける。

　Q N���のときを考えると，②�から

　　　　 ��� ��N � �� � �� ��N � ��  �� ･
��N �� � �N ��  �����P � �N �� � �N ��

　　　　　　　　　　　��� ��･��P���� �� ･
�N ��  �����P � �N ��

　��P� �N �� �は整数であるから， ��� ��N � �� � �� ��N � �� �は����の倍数である。

　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

T　二項定理を利用すると

　　　　 ��Q �� � �Q ��  �･
�Q� � �� ･

Q�  �･
Q�� ��･

Q�  � Q
� ��� � ��･

Q�

　　　 ��
Q�� � �Q&

�Q ��� ･�� �Q&
�Q ��� ･

�� ��……�� �Q �Q& ��･
�Q �� � Q� ��･

Q�

　　　 �･���
�Q ��� � �Q&

�Q ��� ･�� �Q&
�Q ��� ･

�� �…… � �Q �Q&
�Q �� ��･

Q� ��･
Q�

　よって， ��Q �� � �Q �� �は����の倍数である。

３

S　略

 解説

>�@　Q ��のとき　　�左辺� ��  �，�右辺� �� ���� �

　よって，①�は成り立つ。

>�@　Q N��N����のとき，①�が成り立つと仮定すると　　 �N �� ! �N �N��　……�②

　Q N���のとき，①�の両辺の差を考えると，②�から

　　　 N� ��
�

� �N � ��N �� ���  �･
�N �� ��

�N �N �� �

　　　　　　　　　　　　　　��!��
�N �N �� ��

�N �N ��

　　　　　　　　　　　　　　�� � �N ��N�� � �
� �N � ��!�

　ゆえに　　 N� ! �
� �N � ��N �� ��

　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，Q���であるすべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

４

S　���　 �D  
�

�
， �D  

�

�
， �D  

�

�
， QD  

�Q

��Q �
　　���　証明略

 解説

���　 �D  ��
�D

�� �D �
 ��

�

�･� � �
 
�

�
，

　　 �D  ��
�D

�� �D �
 ��

�

�

�･�
�

�
�

 
�

�
，

　　 �D  ��
�D

�� �D �
 ��

�

�

�･�
�

�
�

 
�

�

　よって， QD  
�Q

��Q �
　……�①�と推測される。

���　>�@　Q ��のとき

　　　　　　　�左辺� �D  �，�右辺� 
･� �

�･� � �
 �

　　よって，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると　　 ND  
�N

��N �

　　Q N���のとき，与えられた漸化式から

　　　　　　　 �N �D  ��
ND

�� ND �
 ��

�N

��N �

�
�N

��N �
�

 ��
�N

��N �

　　　　　　　　　 
��N �

��N �
 

�� �N �

��� �N � �

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

５

S　���　略　　���　�[�\� � �� (� �� �� (�

 解説

数学的帰納法で証明する．与えられた命題を��$��とする．

>�@　Q ��のとき�[�\�は偶数である．

　　Q ��のとき　 �[ � �\  �
� �[ \ ��[\

　　[�\��[\�は偶数であるから� �[ � �\ �も偶数である．

　　よって，Q �����のとき��$��は成り立つ．

>�@　Q N����N��N �� �のとき，�$��が成り立つと仮定すると

　　　　　 �N �[ � �N �\  �[ �\ �
N[ � N\ �[\ � ��N �[ �N �\

　　�[ �\ �
N[ � N\ ��[\ � ��N �[ �N �\ �はともに偶数であるから， �N �[ � �N �\ �も偶数であ

　　る．よって，Q N���のときも��$��は成り立つ．

>�@��>�@�から，すべての自然数�Q�に対して��$��は成り立つ．
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１

S　略

 解説

与えられた等式を�①�とする。

>�@　Q ��のとき　　� 左辺  ��� �，　� 右辺  �� ･� �

　よって，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき�①�が成り立つ，すなわち

　　　　　�N �� �N �� �N �� ･�……�･� �N  
N� ･�･�･�･�……�･��N �� 　��……�②

　と仮定する。

　Q N���のとき，①�の左辺について考えると，②�から

　　　　　　　�N �� �N �� �N �� ･�……�･���N ���

　　　　　　 �N �� �N �� �N �� ･�……･�N��N �� ･��N ��

　　　　　　 �N �� �N �� �N �� ･�……�･�N����N ��

　　　　　　 N� ･�･�･�･�……･���N �� ����N ��

　　　　　　 �N �� ･�･�･�･�……�･��N �� ･���N �� ���

　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

２

S　略

 解説

� �� 　Q ��のとき

　 �D  ��を�
��  ��で割ると，商は��，余りは���である．

　よって，Q ��のときは成り立つ．

� �� 　Q N�のとき

　 ND �を�
N� �で割ったときの余りが���であると仮定する．

　このとき， ND  
N� P���� P�は���以上の整数� �と表されるとする．

　Q N���のとき　 �N �D  �
� ND  �

� �N� P �  �N� �P ��･
�N� �P ��･

N� P��

　　　　　　　　　　　� �N �� �
��N �� �P � N� �P �P ��

　N���から， ��N �� �P � N� �P �P�は整数である．

　よって， �N �D �を� �N �� �で割ったときの余りは���である．

　ゆえに，Q N���のときも成り立つ．

� �� ，� �� �から，すべての自然数�Q�について， QD �を�
Q� �で割ったときの余りは���になる．

３

S　���　略　　���　略

 解説

���　 �� � �� � �� �……�
�Q �

�
� �Q �

�
　……�①　とする。

　>�@　Q ��のとき　　� 左辺  ��  �，　� 右辺  
�

� �� �

�
 
�

�

　　よって，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つ，すなわち

　　　　　　　　　 �� � �� � �� �……�
�N �

�
� �N �

�
　……�②

　　と仮定する。Q N���のとき，①�の両辺の差を考えると，②�から

　　　　　
�

� �N �

�
��

�� � �� �……�
�N �� �

� �N � !
�

� �N �

�
�

�
� �N �

�
� �

� �N �

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 
��� �N �N �

�
��

�N ��N ��

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 N�
�

�
!�

　　ゆえに　　 �� � �� �……�
�N � �

� �N � �
�

� �N �

�

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

���　
�QD QE

�
�

Q

� �
�D E

�
��……�①　とする。

　>�@　Q ��のとき　　� 左辺  
�D E

�
，　� 右辺  

�D E

�

　　よって，�①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つ，すなわち

　　　　　　　　　　　
�ND NE

�
�

N

� �
�D E

�
　……�②

　　と仮定する。Q N���のとき，①�の両辺の差を考えると，②�から

　　　　
��N �D �N �E

�
�

�N �

� �
�D E

�
 

��N �D �N �E

�
�

�D E

�
･

N

� �
�D E

�

　　　　　　　　　　　　　　　　�
��N �D �N �E

�
�
�D E

�
･

�ND NE

�

　　　　　　　　　　　　　　　　 
������ �N �D � �N �E �N �D NDE ND E �N �E

�

　　　　　　　　　　　　　　　　 
����N �D �N �E NDE ND E

�
 � �D E � �ND NE

�

　　この式は，D�E�のときも，D�E�のときも���以上になるから

　　　　　　　　　　　　
��N �D �N �E

�
�

�N �

� �
�D E

�

　　よって，�Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

４

S　���　  �D
�

�
，  �D

�

�
，  �D

��

��
，  �D

���

���
　　���　  QD ��

�

� �Q � �
，証明略

 解説

���　  �D  
�

��

�

�
，  �D  ��D

�

��
 �

�

�

�

��
 

�� �

�

�

�
，

　  �D  �
�

�

�

��
 

�･� � �

��

��

��
，

　  �D  �
��

��

�

��
 

�･�� � �

���

���

���

���　  QD ��
�

� �Q � �
�……�>$@�と推定される．

　>�@　  Q ��のとき　����から，>$@�は成り立つ．

　>�@　  Q N�のとき，>$@�が成り立つと仮定する．

　　すなわち　  ND ��
�

� �N � �

　　このとき

　　  �N �D  �ND
�N �

� �N � �
���

�

� �N � �

�N �

� �N � �

　　　　  ��
�� �N � � �N �

� �N � �
��

�

� �N � �

　　ゆえに，  Q �N ��のときも�>$@�は成り立つ．

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について，>$@�は成り立つ．

５

S　���　略　　���　略

 解説

���　三角関数の加法定理から

　　　　　　　　VLQ � �D E  VLQDFRVE�FRVDVLQE

　　　　　　　　VLQ � �D E  VLQDFRVE�FRVDVLQE

　辺々引くと　　VLQ � �D E �VLQ � �D E  �FRVDVLQE

　よって　　　　FRVDVLQE 
�

� �VLQ � �D E ��VLQ � �D E

���　与えられた等式を�①�とする。

　>�@　Q ��のとき

　　　　� 左辺  �� ��FRV[ VLQ
[

�
 VLQ

[

�
��FRV[VLQ

[

�

　　　　　　�� VLQ
[

�
�VLQ� ��[

[

�
�VLQ� ��[

[

�

　　　　　　�� VLQ
[

�
�VLQ

�[

�
�VLQ

[

�
 VLQ

�[

�

　　　　� 右辺  VLQ � �･ �� � [

�
 VLQ

�[

�

　　よって，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つ，すなわち

　　　　　����FRV[��FRV�[��……� ��FRVN[ VLQ
[

�
 VLQ � ��N � [

�
　……�②

　　と仮定する。

　　Q N���のとき，①�の左辺を考えると，②�により

　　　　　����FRV[��FRV�[��……���FRVN[� ��FRV � �N � [ VLQ
[

�

　　　　 ����FRV[��FRV�[��……� ��FRVN[ VLQ
[

�
��FRV � �N � [VLQ

[

�

　　　　 VLQ � ��N � [

�
�VLQ� ��� �N � [

[

�
�VLQ� ��� �N � [

[

�

　　　　 VLQ � ��N � [

�
�VLQ � ��N � [

�
�VLQ � ��N � [

�

　　　　 VLQ � ��N � [

�
 VLQ � ���� �N � � [

�

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�により，すべての自然数�Q�について，①�は成り立つ。
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１

S　���　  �Q �D �QD � QE ��  �Q �E �QD QE 　　���　>略@

　　　���　  QD
�

� � ��Q� �� (�
Q

� �� (� ��  QE
(�
� � ��Q� �� (�

Q
� �� (�

 解説

���　  ��Q �D �Q �E (�  �Q �
� �� (�  Q

� �� (� � �� (� � �QD QE (� � �� (�

 ��QD � QE � �QD QE (�

　 QD �� QE �は有理数であるから� �Q �D  QD �� QE ���　 �Q �E  QD � QE �……�①

���　Q ��のとき� �D  �E  ��より，成り立つ．

　Q N�のとき� N
� �� (�  ND � NE (� �が成り立つと仮定すると�

　  �N �
� �� (�  N

� �� (� � �� (� � �ND NE (� � �� (�

 ��ND � NE � �ND NE (�

　①�から� ND �� NE  �N �D ���　 ND � NE  �N �E �であるから�

　 �N �
� �� (�  �N �D � �N �E (� �となり，与式は�Q N�のとき成り立つと仮定すると

　Q N���のときも成り立つ．

　よって，任意の自然数�Q�に対して� Q
� �� (�  QD � QE (� �が成り立つ．

���　 QD � QE (�  
Q

� �� (� �……�②�� QD � QE (�  
Q

� �� (� �……�③

　②��③�から� QD  
�

� �
Q

� �� (� �� Q
� �� (� �� QE  

(�
� �

Q
� �� (� �� Q

� �� (�

２

S　略

 解説

数学的帰納法により証明する．

>�@　  Q ��のとき

　　　  � 左辺  �I � �FRVK �

　　　  � 右辺  
VLQ � �� � K

VLQK
�

　よって，成り立つ．

　  Q ��のとき

　　　  � 左辺  �I � �FRVK �FRVK

　　　  � 右辺  
VLQ � �� � K

VLQK

�VLQKFRVK

VLQK
 �FRVK

　よって，成り立つ．

>�@　  Q �N �，N��� �N ����のとき成り立つと仮定する．

　すなわち　  �N �I � �FRVK
VLQNK

VLQK

　　　　　　  NI � �FRVK
VLQ � �N � K

VLQK

　  Q �N ��のとき

　  � 左辺 �N �I � �FRVK

　　　�� ��FRVK NI � �FRVK �N �I � �FRVK

　　　�� �･�FRVK
VLQ � �N � K

VLQK

VLQNK

VLQK

　　　�� �･�FRVK
�VLQNKFRVK FRVNKVLQK

VLQK

VLQNK

VLQK

　　　�� 
�� �� �FRV K � VLQNK �VLQKFRVKFRVNK

VLQK

　　　�� 
�FRV�KVLQNK VLQ�KFRVNK

VLQK

　　　��  
VLQ � �N � K

VLQK
�右辺�

　よって，成り立つ．

以上から， �Q ��であるすべての�Q�について�  QI � �FRVK
VLQ � �Q � K

VLQK
�と表される．

３

S　略

 解説

｢ ��QD QE Q� �は���の整数倍になる｣　……�①�とする。

①�を数学的帰納法を用いて証明する。

ここで，解と係数の関係から　　  �D E �，  DE �

>�@　  Q �，��のとき

　  Q ��のとき　　  ��D E �  �� � �

　  Q ��のとき　　  ���D �E ��  ���� �D E �DE � ���� ･� � �  ��� ･� � ��

　よって，  Q �，��のとき，①�は成り立つ。

>�@　  Q N， �N ��のとき�①�が成り立つと仮定する。

　このとき，整数�O，P�を用いて

　　　  ��ND NE N� �O，  ���N �D �N �E �N �� �P

　と表せる。

　  Q �N ��のとき

　　　 ���N �D �N �E �N ��  ��� �D E � ��N �D �N �E DE� �ND NE �N ��

　　　　　　　　　　�　 ���� ��P �N �� �� ��O N� �N ��

　　　　　　　　　　　� �� ���P �O N�

　 ���P �O N� �は整数であるから， ���N �D �N �E �N �� �は���の整数倍になる。

　よって，  Q �N ��のときも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての正の整数�Q�に対して�①�は成り立つ。

４

S　略

 解説

数列�� �QD �がすべての正の整数�Q�に対して

　　　　　　　　��� QD �
 N �

Q

& ND 　……�①

を満たしているとき，すべての�Q�に対して

　　　　　　　　　 QD  �　　　�……�②

であることを数学的帰納法で証明する。

>�@　Q ��のとき

　①�において�Q ��とすると

　　　　　　　��� �D � �D

　すなわち　　��� �D ��かつ��� �D � �D

　　　　　　　���� �D ��かつ�� �D ��

　よって　　　 �D  �

　したがって，②�は�Q ��のとき成り立つ。

>�@　Q �，�，……，O�のとき�②�が成り立つ，すなわち

　　　　　　　 �D  �D  …… OD  �　　……�③

　であると仮定する。

　Q O���のときを考えると，①�から

　　　　　　　��� �O �D �
 N �

�O �

& ND

　すなわち　　��� �O �D � �D � �D �……� OD � �O �D

　これと�③�から　　��� �O �D � �O �D

　よって　　　　　�� �O �D  �

　したがって，②�は�Q O���のときも成り立つ。

>�@，>�@�から，②�はすべての正の整数�Q�に対して成り立つ。
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１

S　�ア�　�　　�イ�　�　　�ウ�　��
Q� �� 　　�エ�　�　　�オ�　��

Q� ��

 解説

�D  ��から　　�� �D U �　　……�①

�D  ���から　　 �D
�U  ��

よって　　 �D U･
�U  ��

これと�①�から　　� �U  ��　　　　すなわち　　 �U  �

U�は実数であるから　　U イ�

このとき，①�から　　 �D  
ア�

よって，数列�� �QD �の一般項は� QD  �･
�Q �� �であり　　 �

QD  �
� ･�

�Q ��  �･
�Q ��

ゆえに，数列�� �
�

QD �は初項��，公比���の等比数列であるから

　　　　 �
�D � �

�D � �
�D �……�

�
QD  

�� �Q� �

�� �
 ウ�� �Q� �

QE  QD �Q �D  �･
�Q �� ･�･

Q�  ��･
�Q �� �であるから，数列�� �QE �も公比�エ��の等比数列であ

る。

よって　　 �E � �E � �E �……� QE  
��� �Q� �

�� �
 オ�� �Q� �

２

S　I � [  
�[ ��[��

 解説

�

Q  N �

Q

& I � N  
�

Q  N �

Q

& � ���N DN E  
�

Q �
�

�
Q�Q �� ��Q �� �D･

�

�
Q�Q �� ��EQ

　　　　��� 
�

� �Q �� ��Q �� �
D

� �Q �� �E 
�

�
�Q �

�D �

�
Q�

���D �E �

�

よって，
�

Q  N �

Q

& I � N  
�

�
I � Q �から　

�

�
�Q �

�D �

�
Q�

���D �E �

�
 
�

�
�Q �

D

�
Q�

E

�

これがすべての自然数�Q�に対して成り立つから　
�D �

�
 

D

�
，　

���D �E �

�
 

E

�

これを解いて　　D ��，E �

したがって　　　I � [  
�[ ��[��

３

S　���　(�　　���　�Q��

 解説

���　P�を整数とする。VLQ
NS

�
�の値は，

　N �P�� �のとき　���VLQ� ���PS
S

�
 (�
�

　N �P�� �のとき　���VLQ� ���PS
�

�
S  (�

�

　N �P�� �のとき　���VLQ � ��PS S  �

　N �P�� �のとき　���VLQ� ���PS
�

�
S  � (�

�

　N �P�� �のとき　���VLQ� ���PS
�

�
S  � (�

�

　N �P�　���のとき　���VLQ�PS �

　���� ��������であるから

　
 N �

����

& VLQ
NS

�
 ����

(�
�
� (�
�
��� (�

�
� (�
� ��� � (�

�
� (�
�
�� (�

���　6 
 N �

���Q �

&
�

� �FRV
NS

��
�とおくと

　　　　　6 
�

�  N �

���Q �

& � ��� FRV
NS

�
 
�

� ���Q�� ��
 N �

���Q �

& FRV
NS

�
　……�①

　ここで　
 N �

���Q �

& FRV
NS

�

　　 �FRV
S

�
�FRV

�S

�
��……� ��FRV

��S

�

　　　�� ����FRV
��S

�
FRV
��S

�
�……� FRV

��S

�
��……�

　　　�� �FRV
���Q ��

�
S FRV

���Q ��

�
S��……� ��FRV

���Q �

�
S

　　 �
(�
�
�
�

�
���� ��

�

�
�� �� (�

�
�� �� �� �� (�

�
�� ��

�

�
���

�

� �� (�
�

　　　�� ������� (�
�

�

�
� � ��

�

� � �� (�
� � ��

　　　　　　　　　　�� �� (�
�
�� ��

�

�
���

�

� �� (�
�
��Q ��

　　 ������Q ��  ��

　よって，①�から　　6 
�

� ���Q�� ��  �Q��

４

S　���　 �PD  �P��

　　　���　Q�が偶数のとき�� Q6  
�

�
�Q ，Q�が奇数のとき�� Q6  

�

�
�Q �
�

�

　　　���　Q ��

 解説

���　�，�，�，�，�，�，……�であり　　 ��P �D  ����P ��  �P��，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 �PD  ��P �D �� �P��

���　Q�が偶数のとき，Q �P �とすると

　　　　　 Q6  �P6  
 N �

P

& � ���N �D �ND  
 N �

P

& � ����N � �N �

　　　　　　 
 N �

P

& � ��N �  � �P  �
�

� �
Q

�
 
�

�
�Q

　Q�が奇数のとき，Q �P���とすると

　　　　　 Q6  ��P �6  �P6 � �PD  � �P ���P ��

　　　　　　 �
�

� �
�Q �

�
��･

�Q �

�
�� 

�

�
�Q �
�

�

���　
�

�
�[  ����を解くと　　[ ��(�  �����……

　Q����のとき　　 Q6 � ��6  
�

�
･

���  �������

　　　　　　　　　 ��6  
�

�
･

��� �
�

�
 ���!���

　よって，求める�Q�の値は　　Q ��

５

S　���　 QD  �Q��，� QE  
Q� 　　���　 Q6  ��

�Q �
Q�

 解説

���　� �QD �の公差を�G，� �QE �の公比を�U�とする。

　 �D  �， �E  ��であるから　 QD  ���Q �� G，� QE  �
�Q �U

　 �D �� �E  ���から　　��G��U ��

　よって　　G ����U���……�①

　 �D �� �E  ����から　�����G�� �U  ���

　よって　　� �U ��G���� ����……�②

　①�を�②�に代入すると　� �U ����� ��U ���� �

　整理すると　 �U ��U��� �　　　　すなわち　　�U �� �
�U ��U ��  �

　U�は正の数であるから　　U �

　①�に代入して　　G �

　よって，求める一般項は　 QD  �Q��，� QE  
Q�

���　����から　 Q6  
�

�
�
�
��
�
�
��
�……�

��Q �
Q�

　　　　　��
�

�
Q6  ��������

�
��
�
�
��
�……�

��Q �
Q�
�

��Q �
�Q ��

　辺々を引くと

　　　
�

� Q6  
�

�
�
�
��
�
�
��
�……�

�
Q�
�

��Q �
�Q ��

　　　　　� 
�

� ���
�

�
�
�
��
�…… ��

�
�Q ��
�
�

�
�

��Q �
�Q ��

　　　　　� 
�

�
･

��
Q

� �
�

�

��
�

�

�
�

�
�

��Q �
�Q ��
 ��

Q

� �
�

�
�
�

�
�

��Q �
�Q ��

　　　　　� 
�

�
�
�� �Q �

�Q ��

　よって　　 Q6  
�

� �
�

� ��
�� �Q �

�Q ��
 ��

�Q �
Q�

６

S　���　 �D  �， �D  ��　　���　 QD  �Q�Q �� 　　���　
���

���

 解説

���　 �D  �6  
�� ��･

�� ��･� �

　　 �D  �6 � �D  
�� ��･

�� ��･��� ��

���　Q���のとき

　　　　��� QD  Q6 � �Q �6

　　　　　��� �
�Q �� �Q ��Q �� ����� �Q � � �

� �Q � �� �Q �

　　　　　��� � �Q ��Q �Q�Q �� 　……�①

　また，����から　　 �D  �

　ここで，①�において�Q ��とすると　　 �D  �･�･� �

　よって，Q ��のときも�①�は成り立つ。

　したがって　　 QD  �Q�Q ��
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���　
�

ND
 

�

�Q� �Q �
 
�

� �
�

Q ��
�

�Q �
�であるから

　　　
 N �

���

&
�

ND
 
�

�  N �

���

& � ��
�

N

�

�N �

　　　　　　 
�

� ��
�

� ��
�

�
��
�

� ��
�

�
�……� �� ��

�

���

�

���

　　　　　　 
�

� �� ��
�

���
 
���

���

７

S　��

 解説

�

�( �Q � (Q
 

�( �Q � (Q

� �( �Q � (Q � �( �Q � (Q

　　　　　　��� 
�( �Q � (Q

��Q � Q
 (Q �( �Q �

同様にして　　
�

�(Q ( �Q �
 ( �Q � �(Q

また　　
�

�( �Q � ( �Q �
 

�( �Q � ( �Q �

� �( �Q � ( �Q � � �( �Q � ( �Q �

　　　　　　　　　　　　�� 
�( �Q � ( �Q �

��Q � � �Q �
 
�

� �(
�Q � �( �Q �

よって　　� 与式  
 Q �

���

& ��
�

�
�(Q �( �Q � ��( �Q � �(Q �

�

� �(
�Q � �( �Q � �

�

�

　　　　　　　��� 
�

�  Q �

���

& � �( �Q � ( �Q �

　　　　　　　��� 
�

� ���(� �� ��(� �(� ��(� �(�

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　�……��(��� �(�� ��(��� �(�� ��

　　　　　　　��� 
�

� �(
��� �(��� �(�

　　　　　　　��� 
�

� �(
��� ��  

�(��� ��

�

ここで� ��� ����� ��� �から　　���(��� ���

よって　　　
��� ��

�
�

�(��� ��

�
�

��� ��

�

すなわち　　�����
�(��� ��

�
���

よって，整数部分は　　��

８

S　���　D�
�

�D
�
�

�
　　���　N 

�

�
Q�Q �� 　　���　第������項は�

�

�
�より大きい

 解説

���　 �ORJ �� �ORJ �� �ORJ �� �ORJ �� �ORJ �� �ORJ �� �ORJ �� �ORJ �� �ORJ �� �ORJ �

　 ������D����� �ORJ �� �ORJ �����

　 ��D�
�ORJ �

�ORJ �
�

�

�ORJ �

　 ��D�
D

�D
�
�

�D
 D�

�

�D
�
�

�

���　与えられた数列を

　　　　　　 �ORJ �， �ORJ � _ �ORJ �， �ORJ �， �ORJ � _ �ORJ �， �ORJ �，

　　　　　　 �ORJ �， �ORJ � _ �ORJ �， �ORJ �，……

　のように，底の等しいものを���つの群として区切って考える。

　初項から数えて�Q�番目の���となる項は，第�Q�群の最初の項，すなわち� �Q �ORJ � �である｡

　この項が第�N�項であるとすると，第�P�群の項は��P �� �個あるから，Q���のとき

　　　　　　N ������……� �Q �� 
�

�
Q�Q ��　……�①

　��番目の���となる項は第���項であるから，Q ��のとき�N ��である。

　よって，①�は�Q ��のときも成り立つ。

　したがって　　N 
�

�
Q�Q ��

���　第������項の対数の底を�Q��Q �� �とすると，����より

　　　　　　
�

� �Q �� Q������
�

�
Q�Q �� 　……�②

　�Q �� Q，Q�Q �� �は，Q���のとき単調に増加し

　　　　　　
�

� ��� �� ･�� ����，
�

�
･����� ��  ����

　ゆえに，②�を満たす自然数�Q�は　　Q ��

　よって，第������項が底����になる最初の項であるから，第������項は

　　　　　　 ��ORJ � ������ ���� �  ��ORJ ��

　また　　　 ��ORJ  ��
�ORJ ��

�ORJ ��
 

�ORJ ��

�ORJ ��
 
�

�
 
�

�
!
�

�

　したがって，第������項は�
�

�
�より大きい。

９

S　�Q �� �Q �� ��

 解説

��[� �Q �� �および���\� �ORJ [ �をみたす領域内の�\ N�上に�� �Q �� � N� ��個の格子点が

存在する。

よって，求める格子点の個数は

 N �

Q

& � ��Q �� N�  �Q �� �Q �� ��

10

S　���　 QU  
�Q �

� �
�

�
　　���　略

 解説

���

3 ;

<

�Q �2

Q2
�Q �U � QU

�Q �UQU

+

���　右の図において，Q���のとき

　　　　 �Q �2 Q2  �Q �U � QU ， �Q �2 + �Q �U � QU

　� �Q �2 Q2 + ����から　 �Q �2 Q2  � �Q �2 +

　よって　 �Q �U � QU  �� �Q �U � QU

　ゆえに　 QU  
�

� �Q �U 　また　 �U  �

　数列�� �QU �は初項��，公比�
�

�
�の等比数列であるから

　　　　　　 QU  
�Q �

� �
�

�

���　 Q6  
�

QSU  S
�Q �

� �
�

�
， �6 � �6 �……� Q6  

�

�
S�� ��

Q

� �
�

�

　よって　 �6 � �6 �……� Q6 �
�

�
S����������� �����������

11

S　���　 �Q �E  
�

� QE ， QE  �
�Q �

� �
�

�
　　���　 QD  �Q

�Q �

� �
�

�
　　���　��

Q

� �
�

�

 解説

���　漸化式の両辺を�Q�Q �� �で割ると　�･
�Q �D

�Q �
 

QD

Q

　よって， QE  
QD

Q
�とおくと　　 �Q �E  

�

� QE

　また　　 �E  
�D

�
 �

　よって，数列�� �QE �は初項��，公比�
�

�
�の等比数列であるから　　 QE  �

�Q �

� �
�

�

���　 QD  Q QE  �Q
�Q �

� �
�

�

���　 �N �D �
�

�
ND  ��N ��

N

� �
�

�
�
�

�
･�N

�N �

� �
�

�
 �

N

� �
�

�

　よって　
 N �

Q

& � ���N �D
�

� ND  
 N �

Q

& �
N

� �
�

�
 
�

�
･

��
Q

� �
�

�

��
�

�

 ��
Q

� �
�

�

12

S　���　 �D  
�

�
， �D  

�

�
， �D  

�

�
　　���　 �Q �E  QE �

�
�Q ��

　　���　 QD  
�Q� �

Q�
�

 解説

���　 �D  
�

� �D �
�

��
 
�

�
･��

�

��
 
�

�
， �D  

�

� �D �
�

��
 
�

�
･
�

�
�
�

��
 
�

�
，

　　 �D  
�

�
�D �
�

��
 
�

�
･
�

�
�
�

��
 
��

��
 
�

�

���　 �Q �E  � �Q � �
�Q ��

�Q �D  � �Q � �
�Q �� �

�

�Q � QD ��
�

� �Q � �

　　　　 
Q�
Q�

QD �
�
�Q ��
 QE �

�
�Q ��

���　����より　　 �Q �E � QE  
�
�Q ��

　Q���のとき　　 QE  �E �
 N �

�Q �

&
�
�N ��
 
�

�
�

 N �

�Q �

&
�
�N ��

　　　　　　　　　�� 
�

�
�

�
�� � ���

�Q �

� �
�

�

��
�

�

 ��
Q

� �
�

�

　初項は� �E  
�

�
�であるから，この式は�Q ��のときも成り立つ。

　したがって　　 QD  
Q�

Q�
QE  

�Q� �

Q�
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13

S　 QD  Q�

 解説

Q���のとき

　　 �Q �D  �� �D �� �D ��……��� �Q � �Q �D � QQD 　……�①

　　　 QD  �� �D �� �D ��……��� �Q � �Q �D 　　　　……�②

①�②�から　　 �Q �D � QD  QQD

ゆえに　　　　� �Q �D  �Q �� QD

両辺を��� �Q � ��で割ると　　
�Q �D

� �Q � �
 

QD

Q�

よって　　
QD

Q�
 

�Q �D

� �Q � �
 �……� 

�D

��
 
�� �D

�
 �

ゆえに　　 QD  Q�

また， �D  ��であるから，この式は�Q ��のときにも成り立つ。

したがって　　 QD  Q�

14

S　���　 �Q �E  
�

� QE 　　���　 QD  
�･�

Q� �

�Q� �

 解説

���　 �Q �E  
��Q �D �

��Q �D �
 

�
�� QD �

�QD �
�

�
�� QD �

�QD �
�

 
��� QD � �� �QD �

��� QD � � �QD �
 

�QD �

�� QD �

　　　　 
�QD �

�� �QD �
 
�

�
QE

　よって，求める漸化式は　　 �Q �E  
�

� QE

���　 �D  ��であるから　　 �E  
��D �

��D �
 
�

�

　よって，数列�� �QE �は初項�
�

�
，公比�

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　 QE  
�

�
･

�Q �

� �
�

�
 

Q

� �
�

�
　　　　ゆえに　　

Q

� �
�

�
 

�QD �

�QD �

　よって　　 QD �� 
Q� � QD �� 　　　　ゆえに　　�

Q� �� QD  �･
Q� ��

　したがって　　 QD  
�･�

Q� �

�Q� �

U　[ 
��[ �

�[ �
�を解くと　　[ �，��

　 �Q �D �� 
�� QD �

�QD �
���より　　 �Q �D �� 

�QD �

�QD �
　……�①

　 �Q �D �� 
�� QD �

�QD �
���より　　 �Q �D �� 

�� �QD �

�QD �
　……�②

　①	②�より　　
��Q �D �

��Q �D �
 
�

�
･

�QD �

�QD �
　　　　�以下，解答と同様�

15

S　���　 QE  �
�Q �� �Q �Q��　　���　 QD  

���� �Q � �Q Q �� 　　���　���

 解説

���　 �D  �， �Q �D  QD �
� �Q� ��……�①�であるから，すべての自然数�Q�について� QD �は正の数

　である。

　①�の両辺において，��を底とする対数をとると

　　　　　　　 �ORJ �Q �D  �ORJ QD � �ORJ � �Q�

　すなわち　　 �ORJ �Q �D  �ORJ QD ��
�Q

　よって　　　 �Q �E  QE ��
�Q

　また　　　　 �E  �ORJ �D  �ORJ � �

　ゆえに，Q���のとき

　　　　　　　 QE  �E �
 N �

�Q �

& �
�N  ���･

�

� �Q �� Q���Q �� ���

　　　　　　　　 ��Q�Q �� ��Q ��  � �Q �� �Q �Q��

　初項は� �E  ��であるから，この式は�Q ��のときも成り立つ。

　したがって，数列�� �QE �の一般項は

　　　　　　　� QE  �
�Q �� �Q �Q��

���　����から　　 �ORJ QD  �
�Q �� �Q �Q��

　よって　　　� QD  
���� �Q � �Q Q ��

���　����から　　 ��D  ������� ��� �� ��  �����

　ゆえに　　 ��ORJ ��D  ����� ��ORJ �  ����������� �������

　よって，���� ��ORJ ��D �����であるから　　 ����� � ��D � �����

　したがって， ��D �の桁数は　���

16

S　  �D �， �Q ��のとき�  QD
�

Q� �Q �

 解説

�Q ��のとき　  �
� �Q � � �Q6 �Q �6 Q6 �から

　　　　  � ��Q �Q Q6
�

� �Q � �Q �6 �……�①

よって， �Q ��のとき，①�の両辺を�� �Q � � �Q � �で割ると

　　　　  
Q

�Q �
Q6

�Q �

�Q �
�Q �6

ゆえに　  
Q

�Q �
Q6 � �6

 �6  �
� �� � �D ��であるから　  

Q

�Q � Q6 �

よって　  Q6
�� �Q �

Q
�……�②

ここで�  Q ��とすると��  �6 �，  Q ��とすると　  �6 �

ゆえに，②�は� �Q ��で成り立つ．

よって，

�Q ��のとき　  QD  �Q6 �Q �6  �
�� �Q �

Q

�� �Q �

�Q �

�

Q� �Q �
，

 �D �

17

S　���　 QD � QE  
Q� 　　���　略　　���　

��Q �

�
�Q �� �

��� �Q �Q �

�

 解説

���　��を底として， �Q �D  �
QD QE �と� �Q �E  QD

�
QE ��の両辺の対数をとると

　　　　　　　 �ORJ �Q �D  � �ORJ QD � �ORJ QE

　　　　　　　 �ORJ �Q �E  �ORJ QD �� �ORJ QE

　よって　　　 �Q �D  � QD � QE 　……�①

　　　　　　　 �Q �E  QD �� QE 　……�②

　①�②�から　　　 �Q �D � �Q �E  �� QD � QE

　 �D  �ORJ �D  �ORJ � �， �E  �ORJ �E  �ORJ � ��であるから

　　　　　　　　　� �D � �E  ��� �

　ゆえに，数列�� QD �� QE �は初項��，公比���の等比数列であるから

　　　　　　　　　　� QD � QE  �･
�Q ��  Q�

���　等式の左辺を�6�とすると

　　　　　　　6 �･���･
�� ��･

�� ��……��Q･
Q�

�　　　　　　��6 ������������･
�� ��･

�� ��……���Q �� ･
Q� �Q･

�Q ��

　辺々引くと　　�����6 �� �� � �� ��……��
Q� �Q･

�Q ��

　　　　　　　　　　　 
�� �Q� �

�� �
�Q･

�Q ��

　　　　　　　　　　　 �
��Q �

�
�Q �� �

�

�

　したがって，6 
��Q �

�
�Q �� �

�

�
�が成り立つ。

���　①�②�から　　 �Q �D � �Q �E  QD � QE

　また　　　　　　� �D � �E  ��� �

　ゆえに　　　 QD � QE  �Q �D � �Q �E  �……� �D � �E  �

　これと�����の結果から　　 QD  
�Q� �

�

　　　 �ORJ � �D
�
�D

�
�D ･�……�･

Q
QD  �ORJ �D �� �ORJ �D �� �ORJ �D ��……��Q �ORJ QD

　　　　　　　　　　　　　　��� �D �� �D �� �D ��……�� QQD

　　　　　　　　　　　　　　��� 
 N �

Q

& NND  
 N �

Q

& � �N･
�N� �

�
 
�

�  N �

Q

& � N･ �N� N

　　　　　　　　　　　　　　��� 
�

� �
��Q �

�
�Q �� �

�

�
�
�

�
Q�Q ���

　　　　　　　　　　　　　　��� 
��Q �

�
�Q �� �

��� �Q �Q �

�
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S　���　
�

�
　　���　��

�
Q�
　　���　

�

･�
�Q ��

 解説

���　\ �[ �から　　\ � �[

　よって，&�上の点� �3 �� �，� �における接線の方程式は

　　　　　　\�� ��[ �� 　　　　　すなわち　\ �[��

　[ �D ，\ ��とすると　　� � �D ��　　　　　よって　 �D  
�

�

���　&�上の点� Q3 �� QD ， �
QD �における接線の方程式は

　　　　　　\� �
QD  � QD �[ � QD 　　　すなわち　\ � QD [� �

QD

章末問題Ａ
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　[ �Q �D ，\ QD �とすると　　 QD  � QD �Q �D � �
QD

　 QD 
��であるから　　 �Q �D  
�

� � QD ��

　よって　　 �Q �D �� 
�

� � QD �� 　　　　また　 �D �� 
�

�
�� 

�

�

　ゆえに，数列�� QD ��� �は初項�
�

�
，公比�

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　　 QD �� 
�

�

�Q �

� �
�

�
　　　　　したがって　 QD  ��

�
Q�

�Q �D QD

�Q �3

Q3

[

\ �[
���　求める面積は

　　' �Q �D

QD

� ���[ � �� QD [ �
QD G[

　 ' �Q �D

QD
�

� �[ QD G[  
�Q �D

QD

� �
�

�
�

� �[ QD

　 
�

�
�

� �QD �Q �D  
�

�

�

� ����
�
Q� � ���

�
�Q ��

　 
�

�

�

� �
�
�Q ��

 
�

･�
�Q ��

19

S　���　順に��，�，�，�　　���　 QD  
�Q �

�� �Q �
，証明��略　　���　���

 解説

���　��� �� �D  �･�� ��
�

�
 �･

�

�
 �

　　��� �� �D  �･
�

� �� ��
�

�
 �･

�

�
･
�

�
 �･

�

�
 �

　　��� �� �D  �･
�

� �� ��
�

��
 �･

�

�
･
��

��
 �･

�

�
 �

　　��� �� �D  ��･
�

� �� ��
�

��
 ��･

�

�
･
��

��
 �

���　����から，��Q �� QD  Q����すなわち

　　　　　　　　　　　　 QD  
�Q �

�� �Q �
　……�①

　と推定される。これを数学的帰納法で証明する。

　>�@　Q ��のとき

　　　　　　　�左辺� �D  ��
�

�
 
�

�
，���右辺� 

�� �

�� �� �
 
�

�

　　よって，①�は�Q ��のとき成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つ，すなわち

　　　　　　　　　　　　 ND  
�N �

�� �N �

　　と仮定する。Q N���のときを考えると

　　　　　　　 �N �D  ND �� ��
�

�
� �N �

 
�N �

�� �N �
･

���N �N �
�

� �N �

　　　　　　　　　 
�N �

�� �N �
･

� �N � � �N �
�

� �N �
 

�N �

�� �N �

　　よって，①�は�Q N���のときも成り立つ。

　>�@，>�@�から，①�はすべての自然数�Q�について成り立つ。

���　 QD !
�

�
�
���
�Q
��から　　

�Q �

�� �Q �
!
�

�
�
���
�Q

　両辺に���Q �� �Q �を掛けると　　 �Q �� �Q ! �Q � �Q ����Q����

　整理すると　　Q�Q ���� !���

　この不等式を満たす最小の�Q�の値は　　Q ���

１

S　Q ��のとき公差は����，Q ���のとき公差は�����

 解説

Q
� �[ � �の展開式における� N[ �の係数は� �Q NQ& �すなわち� NQ& �である．

�[ ， �[ ， �[ �の係数がこの順に等差数列をなすとき， �Q& � �Q&  � �Q& �が成り立つ．

すなわち　
Q�

� �Q � ���
�

Q�

� �Q � ���
 

�� Q�

� �Q � ���

両辺に� � �Q � ���

Q�
�を掛けて　�･���Q �� �Q ��  ��Q �� ･�

ゆえに　 �Q ���Q��� �　　　よって　�Q �� �Q ���  �

したがって　Q �，��

Q ��のとき，公差は　 ��& � ��&  ��& � ��&  ����� ���

Q ���のとき，公差は　 ���& � ���&  ��������� ����

２

S　D �，E �，F �

 解説

�$��から，�� �[  � �[ �が成り立ち， �[  �D�E�F， �[  ��D��E�F�であるから

　　　��D��E�F�� ��D��E��F　　　　よって　　�D�F �

D，F�は自然数であるから　　D �，F ���……�①

�%��から　��
�

� �
�Q[ �Q �[

�
��　　　　すなわち　　 Q[ � �Q �[ ����……�②

①�から　　 Q[ � �Q �[  � �Q �EQ���� ���� �
� �Q � E� �Q � �

　　　　　　　　　�� �Q���E

ここで�E���とすると， �Q���E ���となる自然数�Q�が存在し，その�Q�に対して�②�が

成り立たないから条件を満たさない。

E ��のとき， Q[ � �Q �[  �Q���となり，条件を満たす。

したがって　　D �，E �，F �

３

S　���　Q ��　　���　�������　　���　������

 解説

���　���� �� �
�� �

�� �であるから

　　　　　　　　　　　Q �� �� �� �� �� ��  ��

���　
 L �

Q

& ��ORJ LD  
 L �

��

& ��ORJ LD  ��ORJ �D � ��ORJ �D �……� ��ORJ ��D

　　　　　　　 ��ORJ � �D �D …… ��D

　ここで， �D ��D ， �D ��D ， �D ��D ，……， ��D �D �はいずれも������であるから

　　　　　　 �
� �D �D …… ��D  ������

　よって　　 �D �D …… ��D  ������  ��
� ���� �� ��  ��� � ��� � ���

　したがって

　　　　　　
 L �

��

& ��ORJ LD  ��ORJ � ����� ��� ���

　　　　　　　　　　��� �� ��ORJ ���� ��ORJ ���� ��ORJ �

　　　　　　　　　　��� �� ��ORJ ���� ��ORJ ������ � ��ORJ �

　　　　　　　　　　��� �� ��ORJ ���� ��ORJ ����

　　　　　　　　　　��� ���������������������� �������
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���　 ��ORJ � � L �

Q

& LD  ��ORJ � � L �

��

& LD  ��ORJ � � ����� �� �� �� � ����� �� �� �� � ��� ��

　　　　　　　��� ��ORJ � ���� �� �  ��ORJ � ��� �� � � ��� � � �� �

　　　　　　　��� ��ORJ � ��
�� �� ��  � ��ORJ ��� ��ORJ ��� ��ORJ �

　　　　　　　��� � ��ORJ ��� ��ORJ ����� � ��ORJ �

　　　　　　　��� � ��ORJ ��� ��ORJ ���

　　　　　　　��� ������������������� ������

４

S　���桁

 解説

 Q �

��

&
Q�  
�･� ����� �

�� �
 

����� �

�

 Q �

��

&
Q� �の範囲を調べる。

　
����� �

�
 � �� � ･ ���� �

�
 
�･ ����� ��� �

�
 ��� �

���� �

�
! ���

よって　　
 Q �

��

& !Q� ���

また　　
����� �

�
�

����

�
� ���� 　　　　よって　　

 Q �

��

& �Q� ����

以上から　　 ��� �
 Q �

��

&
Q� � ����

各辺の常用対数をとると　　 ��ORJ ��� � ��ORJ
 Q �

��

&
Q� � ��ORJ ����

すなわち　　�� ��ORJ �� ��ORJ
 Q �

��

&
Q� ���� ��ORJ �

��ORJ � �������より，�� ��ORJ � �������，��� ��ORJ � ����� �であるから

　　　　　　　��� ��ORJ
 Q �

��

&
Q� ���

したがって　　 ���� �
 Q �

��

&
Q� � ����

ゆえに，
 Q �

��

&
Q� �は　���桁

５

S　順に�
�

�
，
�

�

 解説

番号�U�の袋を選んで，��回目に赤球が取り出される確率は

　　　
�

Q
･
�U �

�Q �
���U  �，�，……，Q

よって，いずれかの袋から赤球が���回目に取り出される確率は

　　　
 U �

Q

&
�U �

Q� �Q �
 

�

Q� �Q �  U �

Q

& � �U �  
�

Q� �Q �  M �

�Q �

& M 
�

Q� �Q �
･
Q� �Q �

�
 
�

�

また，番号�U�の袋を選んで，��回とも赤球が取り出される確率は

　　　
�

Q
･
�U �

�Q �
･
�U �

�Q �
���U  �，�，……，Q

よって，いずれかの袋から���回とも赤球が取り出される確率は

　
 U �

Q

&
� �U � � �U �

Q� �Q � � �Q �
 

�

Q� �Q � � �Q �  U �

Q

& � �U � � �U �  
�

Q� �Q � � �Q �  M �

�Q �

& M� �M �

　　　　　　　　　� 
�

Q� �Q � � �Q �  M �

�Q �

&
�

� �
M�M �� �M �� ��M �� M�M ���

　　　　　　　　　� 
�

Q� �Q � � �Q �
･
�

� �Q �� �Q �� Q 
�

�

６

S　���　 �D  �， ��D  �　　���　�P　　���　�����

 解説

���　��(� ���であり，

　 �
� (� �

�

� �
�

�
 ��

��

�
 
�

�
!��より� �D  �

　��(�� ���であり，

　 �
� (�� �

�

� �
��

�
 ���

���

�
 �

��

�
���より� �D  �

���　 QD  P �となるとき�P�
�

�
�(Q �P�

�

�
�が成立する。

　各辺を平方して　 �P �P�
�

�
�Q� �P �P�

�

�

　よって，これを満たす�Q�の個数は� �P �P���以上� �P �P �以下の整数の個数，つまり

　�
�P �P ��

�P �P �� �� �P �個である。

���　第�P�群に��P�個の数列がある群数列：^�����_���������_�������������_���…�`�を考える。

　第�Q�項の数は� QD �に対応しており， ����D �は第����群の第����項にある。

　以上より

　
 N �

����

& ND  
 N �

��

& ･N �N���･�� �･
�

�
･��･��･�����･�� �����

　

７

S　�ア�　N��　　�イ�　
�

�N �
　　�ウ�　

�

�
　　�エ�　Q��　　�オ�　

�

�N �

　　　�カ�　N��

 解説

 �N �I � Q Q� �Q � � �Q � ……� ��Q N � � �Q N  � �Q N NI � Q 　……�①

�Q ��のとき

������������������  �N �I � �Q � � �Q � Q� �Q � � �Q � ……� ��Q N �  � �Q � NI � Q

よって　  ��N �I � Q �N �I � �Q � � �
ア �N � NI � Q

ゆえに　� �N �
 U �

Q

& NI � U

　　　 ����N �I � � �N �I � � �N �I � � �N �I � �

���������������� ���…… �N �I � �Q � �N �I � �Q �

　　　　 �� �N �I � Q �N �I � �Q �

　　　 �� �N �I � � �N �I � Q

①�より，  �N �I � � � �N � NI � � �であるから

　　　　　� �N �
 U �

Q

&  NI � U �N �I � Q

よって　　
 U �

Q

&  NI � U
�

イ �

�N � �N �I � Q 　……�②

ゆえに　　�･ �� �･ ��� …… Q� �Q �  
 U �

Q

&  �I � U
�

� �I � Q

　　　　����������������������������������������������������� 
�

ウ �

�
Q� �Q � � �

エ �Q �

②�から　　
 U �

Q

& U� �U � � �U � ……� �U N

　　　　 
 U �

Q

& �N �I � U  
�

�N �
�N �I � Q

　　　　 
�

�N �
Q� �Q � � �Q � ……� ��Q N �

　　　　 �
オ �

�N �
� �Q カ �N � �

� �Q � �

８

S　���　第�
�

� �
�N �N �� �項　　���　第�

�

� �
�P ���P ��� �項

　　　���　
�

� �
� �N �� �N �N �� 　　���　Q ���

 解説

与えられた数列を��� �� ，� ��，� ，� ��，�，� ，� ��，�，�，� ，……��のように，第�L�群に�L�個

の項が含まれるように群に分ける。

���　N���回目に現れる���は，第�N���群の最初の項である。

　第���群から第�N�群までの項数は　
 L �

N

& L 
�

�
N�N ��

　
�

�
N�N �� �� 

�

� �
�N �N �� �であるから，N���回目に現れる���は�第�

�

� �
�N �N �� �項

　である。

���　�Q�� ���とすると　Q �

　よって，��回目に現れる����は，第���群の第���項である。

　ゆえに，P�回目に現れる����は，第�P���群の第���項である。第���群から第�P���群ま

　での項数は　
 L �

�P �

& L 
�

� �P �� �P ��

　
�

� �P �� �P �� �� 
�

� �
�P ���P ��� �であるから，P�回目に現れる����は

　　　　　第�
�

� �
�P ���P ��� �項である。

���　第�L�群に含まれる項の和は　
 K �

L

& � ��K �  �L

　よって，初項から�N���回目の���までの項の和は

　　　　　
 L �

N

&
�L �� 

�

�
N�N �� ��N �� �� 

�

� �
� �N �� �N �N ��

���　第���群から第�N�群までに含まれる項の和を� N7 �とすると

　　　　　　 N7  
 L �

N

&
�L  
�

�
N�N �� ��N ��

　よって　　 ��7  
�

�
･��･��･�� �����

　　　　　　 ��7  
�

�
･��･��･�� ����

　また　　　 ��7 � ��  ����，�� ��7 � ��  ����

　ゆえに，初項から第����群の第���項までの和が初めて������より大きくなるから，求める
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　�Q�の値は　Q 
 L �

��

& L�� 
�

�
･��･���� ���

９

S　� �Q ��Q��

 解説

[�

�\

�2

�Q

�Q

N

�Q�
�

�
N

[ N
�[��\ �Q　……�①

①�と�[�軸との交点の座標は　� �Q，� ，

　　��\�軸との交点の座標は　� �，�Q

直線�[ N���N  �，�，……，�Q �と�①�の交点の座標は

　　　　　�N，�Q ��
�

�
N 　……�②

よって，題意に適する格子点のうち，直線�[ N�上に

ある個数を� NO �とすると

　　　N�が偶数のとき　　 NO  �Q�
�

�
N��

　　　N�が奇数のとき　　 NO  �Q�
�

�
N�
�

�
�� �Q�

�

�
N�
�

�

N�が偶数のとき�N �P���P �，�，�，……，Q��とおけるから

　　　　　　　　 �PO  �Q�
�

�
･�P�� �Q��P��

N�が奇数のとき�N �P�����P �，�，……，Q��とおけるから

　　　　　　　　 ��P �O  �Q�
�

� ��P �� �
�

�
 �Q��P��

よって，求める格子点の個数は

　
 P �

Q

& �PO �
 P �

Q

& ��P �O  �O �
 P �

Q

& �PO �
 P �

Q

& ��P �O  �O �
 P �

Q

& � ��PO ��P �O

　　　　　　　　　 �Q���
 P �

Q

& � ��� ���Q �P � � ���Q �P �

　　　　　　　　　 �Q���
 P �

Q

& � ����P �� ��Q �

　　　　　　　　　 �Q����
 P �

Q

& P����Q ��
 P �

Q

& �

　　　　　　　　　 �Q����･
�

�
Q�Q �� ����Q �� Q

　　　　　　　　　 � �Q ��Q��

[�

�\

�2

�Q

�Q

T　直線��[��\ �Q�����[ ��Q �上の格子点�� �，�Q ，

　��，�Q �� ，……，� �Q，� �の個数は

　　　　　　　　Q��

　��点�� �，� ，� �Q，� ，� �Q，�Q ，� �，�Q �を頂点とする

　長方形上の格子点の個数は

　　　　　　　　��Q �� ��Q ��

　よって，求める格子点の個数は

　　　
�

� ���Q �� ��Q �� ��Q ��� ��Q ��

　　 � �Q ��Q��
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S　���　Q�が奇数のとき�� �Q �D  � QD ��，Q�が偶数のとき�� �Q �D  � QD ��

　　　���　Q �N��，�N���のとき��；Q �N���のとき��；Q �N�のとき��

　　　　�ただし，N�は自然数�

 解説

���　>�@　Q�が奇数のとき

　　　　　 �Q �D  �� ��Q � �D  �Q �D �� �� ��Q � �D �� � �Q �D ��

　　　　　　　 � �� ��Q � �D �� �� �Q �D �� ��

　　　　　　　 � �Q �D �� �･� QD �� � QD ��

　>�@　Q�が偶数のとき

　　　　　 �Q �D  �� ��Q � �D  � �Q �D  � �� ��Q � �D  �� �Q �D ��  � �Q �D ��

　　　　　　　 � �� ��Q � �D �� �･� �Q �D �� � �Q �D �� �� QD �� �� � QD ��

���　Q�が奇数のとき　 �Q �D  �� QD �� � QD ，Q�が偶数のとき　 �Q �D  �� QD �� � QD

　�� QD �� ，�� QD �� �は���で割り切れるから，Q�が奇数，偶数のいずれの場合について

　も， �Q �D �を���で割った余りは， QD �を���で割った余りと等しい。

　 �D  �， �D  �， �D  �， �D  ��であるから， QD �を���で割ったときの余りは，

　N�を自然数として

　　Q �N��，�N���のとき　�；Q �N���のとき　�；Q �N �のとき　�

U　>一般項� QD �は次のようにして求めることができる@

　自然数�Q�に対して， QE  ��Q �D �とおくと

　　 �Q �E  ��Q �D  �QD �� � ��Q �D �� � QE ��　　よって　 �Q �E �� �� QE ��

　ゆえに，数列�� QE ��� �は初項� �E �� �D �� �，公比���の等比数列であるから

　　　　　 QE �� 
�Q �� 　すなわち　 QE  

�Q �� ��

　よって　 ��Q �D  QE  
�Q �� ��， �QD  � ��Q �D  Q� ��

　ゆえに　Q�が奇数のとき� QD  
�Q �
�� ��，Q�が偶数のとき� QD  

Q
�� ��

11

S　���　�ア�　�$��　　�イ�　�$��　　�ウ�　�$�
�

� �Q �� 　　�エ�　�$�
�

�
Q��

　　　���　�オ�　�$　　�カ�　� �$ �$

 解説

���　 �Q �D  �
�QD �　� Q�が奇数のとき 　……�①

�QD �　� Q�が偶数のとき 　……�②
　

　とする。

　　　　　 �D  �D �� � �D �� �� � �D �� �� � �D �� �� �D ��

　 �D  �$�であるから　　 �D  
ア ��$ �

　よって，①�から　　 �D  �D �� 
イ ��$ �

　自然数�P�に対して，②�から　　 ��P �D  �PD ��

　更に�①�から　　 ��P �D  � ��P �D �� ��

　よって　　 ��P �D  ��P �D ��

　したがって，数列�� ���P �D �は公差����の等差数列であり，一般項は

　　　　　　 ��P �D  �D �� �� �P ��  �$���P �� 　……�③

　Q�が奇数のとき，�P�� Q，すなわち，P 
�Q �

�
�とすると

　　　　　　 QD  
ウ

��$
�

� � �Q �

　また�①，③�から　　 �PD  ��P �D �� �$��P��

　Q�が偶数のとき，�P Q，すなわち，P 
Q

�
�とすると

　　　　　　 QD  
エ

���$
�

�
Q �

���　Q�が奇数のとき， QD  �$�
�

� �Q �� !��から　　Q��$��

　　Q�が偶数のとき， QD  �$��
�

�
Q ��� !��から　　Q��$�

�

�

　したがって， QD !��となる最大の自然数�Q�は

　　　　　　�1 オ�$

　よって　　
 Q �

1

& QD  
 Q �

�$

& QD  
 P �

$

& � ���P �D �PD

　　　　　　　　��� 
 P �

$

& � ������$ �� �P � �$ �P �

　　　　　　　　��� 
 P �

$

& � ���$ �P �  
 P �

$

& � ����P �$ �

　　　　　　　　��� ��･
$� �$ �

�
���$ �� $

　　　　　　　　��� �� �$ ��$�� �$ ��$

　　　　　　　　��� カ �� �$ $

12

S　���　 �D  
D

�D �
　　���　 QD  

D
Q

� �D �

　　　���　
D

�� �D � � �D � �� ��
�

�Q
� �D �

 解説

$

% &
�

�D

�$

�$

�% �%

�D

D

���　 �%%  �$ �%  �D �であるから

　　　　 �% & %&� �%%

　　　　　　 �� �D

　△$%&4△ �$ �% &�であるから

　　　　D：� �D ：�� � �D

　よって　　D�� � �D  �D

　ゆえに　　 �D  
D

�D �

Q$

Q%

�Q �$

�Q �%

�Q �D

�Q �D

QD

&

���　△$%&4△ Q$ Q% &�であるから　　 Q% & 
QD

D

　よって　　 �Q �% & Q% &� Q% �Q �%  
QD

D
� �Q �D

　ここで， �Q �$ �Q �% ： �Q �% & D：��であるから

　　　　　　 �Q �D ：�
QD

D �� �Q �D  D：�

　ゆえに　　 �Q �D  
�

�D �
QD

　よって，数列�� �QD �は初項�
D

�D �
，公比�

�

�D �
�の等比数列であるから

　　　　　　 QD  
D

�D �

�Q �

� �
�

�D �
 

D
Q

� �D �
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N$

�N �$

N% �N �% &

�N �D

ND

�N �D

���　 N6  
�

� ND �N �D  
�

�
･

D
N

� �D �
･

D
�N �

� �D �

　　　 
�D

� ��N �
� �D �

 
�D

� �
� �D �

･
�N �

� �
�

�
� �D �

　よって　　
 N �

Q

& N6  
�D

� �
� �D �

･

��
Q

� �
�

�
� �D �

��
�

�
� �D �

　　　　　　　　�� 
�D

�� ���� �D � � �D � �� ��
�

�Q
� �D �

������　������������������������ 
D

�� �D � � �D � �� ��
�

�Q
� �D �

13

S　���　 �Q �E  � QE ���　　���　 QE  
�Q �� ��　　���　 Q3  ���Q �� �Q �� 　　���　Q �

 解説

���　 �D  �!��で， �Q �D  � �
QD �であるから，すべての自然数�Q�に対して� QD !��である。

　よって， �Q �D  � �
QD �の両辺の���を底とする対数をとると

　　　　　　 �ORJ �Q �D  �ORJ � �
QD

　よって　　 �ORJ �Q �D  �ORJ ��� �ORJ QD

　ゆえに　　 �Q �E  � QE ��　……�①

���　①�を変形して　　 �Q �E �� �� QE ��

　また　　　 �E �� �ORJ �D �� ��� �

　数列�� QE ��� �は初項��，公比���の等比数列であるから

　　　　　　 QE �� �･
�Q ��  �Q �� 　　すなわち　　 QE  

�Q �� ��

���　すべての自然数�Q�に対して� QD !��であるから， Q3 !��である。

　よって， Q3  �D �D �D …… QD �の両辺の���を底とする対数をとると

　　　　　　 �ORJ Q3  �ORJ �D � �ORJ �D �……� �ORJ QD

　ゆえに，����から

　　　　　　 �ORJ Q3  
 N �

Q

& NE  
 N �

Q

& � ��N �� �

　　　　　　　　　�� 
�� �Q� �

�� �
��Q

　　　　　　　　　�� �Q �� ��Q��　……�②

　よって　　 Q3  ���Q �� �Q ��

���　 Q3 ! ����� �について，両辺の���を底とする対数をとると

　　　　　　 �ORJ Q3 !��� �ORJ ��　……�③

　ここで，②�から　　 �ORJ �Q �3 � �ORJ Q3  �Q �� ���Q �� � �Q �� ��Q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　� �Q �� ��

　Q���のとき， �Q �� ��!��であるから　　 �ORJ �Q �3 � �ORJ Q3 !�

　よって， �ORJ Q3 �は単調に増加するから，③�を満たす最小の自然数�Q�について考える。

　 �ORJ �� �ORJ ��� �ORJ �� �であるから　　�� �ORJ ����

　ゆえに　　������� �ORJ ������

　②�から　　 �ORJ �3  
�� ��･��� �������，

　　　　　　� �ORJ �3  
�� ��･��� ���!���

　よって，③�を満たす最小の自然数�Q�は�Q ��であり，求める最小の自然数�Q�は　Q �

14

S　���　
�

�
　　���　 �Q �D  

� QD

�� QD �
　���　

�･
�Q ��

�･ �Q� �

 解説

$

% �4

�)

�

�

���

���

�( '

&

0

3

���　△$%&，△$&'�は���辺の長さが���の正三

　角形である。

　$0 0& 
�

�
�であるから

　　　 �$(  $0FRV��� 
�

�
･
�

�
 
�

�

　$'6%&�であるから

　　　 �$) ： �) & �$( ：%& 
�

�
：� �：�

　よって， �&)  
�

�
�であり　　 �&4  �&) FRV��� 

�

�
･
�

�
 
�

�

$

% Q4

�Q �(

�

�

���

�Q �4

�Q �)

���

'

&

0

Q)

　ゆえに　　 �%4  �� �&4  
�

�

���　 Q&)  � Q&4  ��� � QD ��であるから

　　　 Q$)  �� Q&)  ����� � QD  � QD ��

　よって　　 �Q �$(  
�

�
Q$)  
�

� �� QD ��

　$'6%&�であるから

　　　 �Q �$) ： �Q �) & �Q �$( ：%&

　　　　　　　　　��� �� QD ��：�

　ゆえに　　 �Q �&)  
�

�� �� QD � �
 

�

�� QD �

　よって　　 �Q �&4  
�

� �Q �&)  
�

�� QD �

　 �Q �%4  �� �Q �&4 �であるから　　 �Q �D  ��
�

�� QD �
 

� QD

�� QD �

���　����から　　 �D  �%4  
�

�

　すべての自然数�Q�について， QD !��であるから， �Q �D  
� QD

�� QD �
�の両辺の逆数をとる

　と　　　　　　
�

�Q �D
 

�� QD �

� QD
　すなわち　

�

�Q �D
 
�

� QD
��

　
�

QD
 QE �とおくと　　��� �Q �E  

�

� QE ��， �E  
�

�

　漸化式を変形すると　　 �Q �E �� 
�

� � QE ��

　よって，数列�� QE ��� �は初項� �E �� �
�

�
，公比�

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　 QE �� �
�

�
･

�Q �

� �
�

�
　　　　　ゆえに　　 QE  ��

�

�･
�Q ��
 
�･ �Q� �

�･
�Q ��

　したがって　　 Q%4  QD  
�

QE
 
�･

�Q ��

�･ �Q� �

15

S　���　 �Q �D  �Q �D �� QD 　　���　
�

� ��･
�Q �� �� �Q �

� �� 　　���　���日後

 解説

���　新たな感染者���人が感染源となった�Q�日後において，感染して���日以降の人数を� QS ，

　感染して���日目の人数を� QT ，その日に発症した人数を� QU �とすると

　　　　　　　 QD  QS � QT � QU

　このとき　　 �Q �S  QS � QT ， �Q �T  QU ， QU  � QS �� QT

　よって　　　 �Q �D  �Q �S � �Q �T � �Q �U  � �Q �S � �Q �T � �Q �U ��� �Q �S �� �Q �T

　　　　　　　　　 �Q �D ��� QS � QT �� QU  �Q �D �� QD

　T　 �Q �D � �Q �D �は�Q���日後に新たに感染した人数で，これは�Q�日後の感染者数の�

　��倍に等しい。

　よって　　 �Q �D  �Q �D �� QD

���　 �Q �D  �Q �D �� QD �を変形すると

　　　　　　　 �Q �D � �Q �D  �� �Q �D � QD 　　��……�①

　　　　　　　 �Q �D �� �Q �D  �� ��Q �D � QD 　……�②

　①�より，数列�� �Q �D �� QD �は初項���� �，公比���の等比数列であるから

　　　　　　　 �Q �D � QD  �･
�Q �� 　……�③

　②�より，数列�� �Q �D ��� QD �は初項���� �，公比����の等比数列であるから

　　　　　　　 �Q �D �� QD  
�Q �

� �� 　……�④

　③�④�から　　� QD  �･
�Q �� � �Q �

� ��

　よって　　 QD  
�

� ��･
�Q �� �� �Q �

� ��

���　� �QD �は単調に増加し， ��D  
�･�

��� �

�
 ����������，

　 ��D  
�･�

��� �

�
 �����!������であるから，感染者数が初めて���万人を超えるのは

　　　　　　���日後

16

S　���　 �D  
�

�
， �E  

�

�
， �F  

�

�

　　　���　 �Q �D  
�

� QD �
�

� QE �
�

� QF ， �Q �E  
�

� QD �
�

� QE �
�

� QF ，

　　　　　 �Q �F  
�

�
QD �
�

�
QE �
�

�
QF

　　　���　 �Q �D  �
�

� QD �
�

�

　　　���　 QD  �
�

��

�Q �

� ��
�

�
�
�

�
， QE  

�

��

�Q �

� ��
�

�
�
�

�
， QF  

�

��

�Q �

� ��
�

�
�
�

�

 解説

���　��から���までの数で

　��で割り切れる数は　　　　　�，�　　��の���個

　��で割ったとき���余る数は　　�，�，�　の���個

　��で割ったとき���余る数は　　�，�，�　の���個
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　よって　　 �D  
�

�
 
�

�
， �E  

�

�
， �F  

�

�

���　; � �Q � �が���で割り切れるのは，次のような場合である。

　>�@　; � Q �は���で割り切れて，Q���回目は���で割り切れる数字が出る。

　>�@　; � Q �を���で割ると���余り，Q���回目は���で割ると���余る数字が出る。

　>�@　; � Q �を���で割ると���余り，Q���回目は���で割ると���余る数字が出る。

　　よって　　 �Q �D  
�

� QD �
�

� QE �
�

� QF

　次に，; � �Q � �を���で割ると���余るのは，次のような場合である。

　>�@　; � Q �は���で割り切れて，Q���回目は���で割ると���余る数字が出る。

　>�@　; � Q �を���で割ると���余り，Q���回目は���で割り切れる数字が出る。

　>�@　; � Q �を���で割ると���余り，Q���回目は���で割ると���余る数字が出る。

　よって　　 �Q �E  
�

�
QD �
�

�
QE �
�

�
QF

　更に，; � �Q � �を���で割ると���余る確率� �Q �F �については，

���� �Q �D � �Q �E � �Q �F  ��であるから

　　　 �Q �F  ��� �Q �D � �Q �E  ���
�

� QD �
�

� QE ��
�

� QF  
�

� QD �
�

� QE �
�

� QF

���　 QD � QE � QF  ��であるから　　 QE � QF  �� QD

　よって　���� �Q �D  
�

�
QD �
�

� � QE � QF  
�

�
QD �
�

� �� � QD  �
�

�
QD �
�

�

���　����の結果の式を変形すると　　 �Q �D �
�

�
 �

�

� � QD ��
�

�

　数列�� QD ��
�

�
�は初項� �D �

�

�
 
�

�
�
�

�
 �

�

��
，公比��

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　　 QD �
�

�
 �

�

��

�Q �

� ��
�

�
　　　よって　　 QD  �

�

��

�Q �

� ��
�

�
�
�

�

　����と同様に考えて　　 �Q �E  �
�

�
QE �
�

�

　数列�� QE ��
�

�
�は初項� �E �

�

�
 
�

�
�
�

�
 
�

��
，公比��

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　　 QE �
�

�
 
�

��

�Q �

� ��
�

�
　　　よって　　 QE  

�

��

�Q �

� ��
�

�
�
�

�

　数列�� �QF �については， �E  �F �であるから，同様にして

　　　　　　 QF  
�

��

�Q �

� ��
�

�
�
�

�

17

S　���　 QD  
�

� �
�Q �

� �
�

� ��
�Q �

� �
�

�
　　���　 QS  

�

�� �
�Q �

� �
�

� ��
�Q �

� �
�

�

　　　���　 QT  
�

�� ����
Q

� �
�

� ��
Q

� �
�

�

 解説

���　Q�回目に�%�がさいころを投げる確率を� QE �とする。

　 �D  �， �E  ��である。

　�Q �� �回目に�$�が投げるのは，Q�回目に�$�が投げて��，�，��の目が出るか，Q�回目に

　%�が投げて��，��の目が出るかのどちらかであるから

　　　　　　　　� �Q �D  
�

�
QD �
�

�
QE 　……�①

　�Q �� �回目に�%�が投げるのは，Q�回目に�$�が投げて��，��の目が出るか，Q�回目に�%�

　が投げて��，�，��の目が出るかのどちらかであるから

　　　　　　　　� �Q �E  
�

� QD �
�

� QE 　……�②

　①＋②�から　　 �Q �D � �Q �E  
�

� � QD � QE

　①�②�から　　 �Q �D � �Q �E  
�

� � QD � QE

　数列�� QD �� QE �は初項� �D � �E  �，公比�
�

�
�の等比数列，

　数列�� QD �� QE �は初項� �D � �E  �，公比�
�

�
�の等比数列であるから

　　　　　　　　 QD � QE  
�Q �

� �
�

�
，�� QD � QE  

�Q �

� �
�

�

　各辺を足して���で割ると　　 QD  
�

� �
�Q �

� �
�

� ��
�Q �

� �
�

�

���　Q�回目で�$�が勝つのは，Q�回目に�$�が投げて���の目が出る場合であるから

　　　　　　　　 QS  
�

�
QD  

�

�� �
�Q �

� �
�

� ��
�Q �

� �
�

�

���　 QT  
 N �

Q

& NS  
�

��  N �

Q

& � ��
�N �

� �
�

�

�N �

� �
�

�
 
�

�� "
��

Q

� �
�

�

��
�

� #�

��
Q

� �
�

�

��
�

�

　　　 

��
Q

� �
�

�

�
�

��
Q

� �
�

�

��
 
�

�� ����
Q

� �
�

� ��
Q

� �
�

�
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S　���　 QS � QT  
Q

� �
�

�
　　���　 �Q �S  

�

� QS �
�

�

Q

� �
�

�
　���　 QS  

�

�

Q

� �
�

�
�
�

�

Q

� �
�

�

 解説

���　 QS � QT �は， Q7 �を���で割った余りが��，�，�，��のいずれかである確率，すなわち�

　 Q7 �が���で割り切れない確率である。

　 Q7 �が���で割り切れないのは，Q�回目までに出た目がすべて���以外の目の場合であるか

　ら　　 QS � QT  
Q

� �
�

�

���　 �Q �7 �を���で割った余りが���である場合を，次の場合に分けて考える。

　>�@　 Q7 �を���で割った余りが���のとき

　　��以上の整数�N�を用いて� Q7  �N���とおける。

　　このとき　　 Q7 ･� �N��， Q7 ･� �･�N��，

　　　　　　　　 Q7 ･� �･�N��， Q7 ･� �･�N��，

　　　　　　　　 Q7 ･� ���N �� ， Q7 ･� ���N �� ��

　　であるから， �Q �7  Q7 ･ �Q �; �を���で割った余りが���となる� �Q �; �は　��� �Q �;  �，�

　>�@�と同様にして， Q7 �を���で割った余りが��，�，��のときについて， �Q �7 �を���で割っ

　た余りが���となる� �Q �; �を求めると

　>�@　 Q7 �を���で割った余りが���のとき　　 �Q �;  �

　>�@　 Q7 �を���で割った余りが���のとき　　 �Q �;  �

　>�@　 Q7 �を���で割った余りが���のとき　　 �Q �;  �

　>�@�～�>�@�から　　 �Q �S  QS ･
�

�
� QT ･

�

�
 
�

� QS �
�

� �
Q

� �
�

� �� QS  
�

� QS �
�

�

Q

� �
�

�

���　 QU  
Q

� �
�

� QS �とおくと　　 QS  
Q

� �
�

� QU

　これを�����の結果に代入すると　　
�Q �

� �
�

�
�Q �U  

�

�

Q

� �
�

�
QU �
�

�

Q

� �
�

�

　両辺に�
�Q �

� �
�

�
�を掛けると　　 �Q �U  

�

� QU �
�

�

　よって　　 �Q �U �
�

�
 
�

� � QU ��
�

�

　ここで　　 �U  
�

�
� �S  

�

�
�
�

�
 
�

�

　ゆえに，数列�� QU ��
�

�
�は，初項� �U �

�

�
 
�

�
�
�

�
 
�

��
，公比�

�

�
�の等比数列であるか

　ら　　　 QU �
�

�
 
�

��

�Q �

� �
�

�
 
�

�

Q

� �
�

�

　よって　　 QU  
�

�

Q

� �
�

�
�
�

�

　したがって　　 QS  
Q

� �
�

�
QU  

Q

� �
�

� �
�

�

Q

� �
�

� ��
�

�
 
�

�

Q

� �
�

�
�
�

�

Q

� �
�

�
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S　
�Q �

� �
�

�
�
�

��

Q

� ��
�

�
�
�

�

 解説

Q�秒後に�;�の�[�座標が��，�，��である確率をそれぞれ� QS ， QT ， QU ��

�ただし， �S  �， �T  �， �U  ���とする。

�Q �� �秒後に�;�の�[�座標が���であるのは，次の�>�@�，>�@�の場合である。

　　>�@　Q�秒後に�;�の�[�座標が���で，次の���秒で�\�軸方向に移動するとき

　　>�@　Q�秒後に�;�の�[�座標が���で，次の���秒で�[�軸方向に����移動するとき

�Q �� �秒後に�;�の�[�座標が���であるのは，次の�>�@，>�@，>�@�の場合である。

　　>�@　Q�秒後に�;�の�[�座標が���で，次の���秒で�[�軸方向に���移動するとき

　　>�@　Q�秒後に�;�の�[�座標が���で，次の���秒で�\�軸方向に移動するとき

　　>�@　Q�秒後に�;�の�[�座標が���で，次の���秒で�[�軸方向に����移動するとき

�Q �� �秒後に�;�の�[�座標が���であるのは，次の�>�@，>�@�の場合である。

　　>�@　Q�秒後に�;�の�[�座標が���で，次の���秒で�[�軸方向に���移動するとき

　　>�@　Q�秒後に�;�の�[�座標が���で，次の���秒で�\�軸方向に移動するとき

よって　　 �Q �S  
�

�
QS �
�

�
QT 　　　　……�①

　　　　　 �Q �T  
�

�
QS �
�

�
QT �
�

�
QU 　……�②

　　　　　 �Q �U  
�

� QT �
�

� QU 　　　　�……�③

QS � QT � QU  ��であるから，②�から

　　　　　 �Q �T  
�

� � QS � QU �
�

�
QT  
�

� �� � QT �
�

�
QT  �

�

�
QT �
�

�

この式を変形すると　　 �Q �T �
�

�
 �

�

� � QT ��
�

�

�T �
�

�
 �

�

�
�から　　��� QT �

�

�
 �

�

�

Q

� ��
�

�

よって　　 QT  
�

� �� ��
Q

� ��
�

�
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QS � QU  �� QT �であるから　　 QS � QU  
�

�
�
�

�

Q

� ��
�

�
　……�④

①�③�から　　��� �Q �S � �Q �U  
�

� � QS � QU

�S � �U  ��から　� QS � QU  
Q

� �
�

�
　……�⑤

④＋⑤�から　　���� QS  
Q

� �
�

�
�
�

�

Q

� ��
�

�
�
�

�

よって，求める確率� QS �は　　
�Q �

� �
�

�
�
�

��

Q

� ��
�

�
�
�

�
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S　���　 �D  
�

�
， �D  �， �D  

�

�
　　���　 QD  

��Q �

�Q �
，証明は略　　���　証明は略

　　　���　証明は略　　���　Q �，�

 解説

���　 �D  
�� �D �

�� �D ��
 

�･� � �� �

��� �� ��
 
�

��
 
�

�
，

　　 �D  
�� �D �

�� �D ��
 

�･�
�

�
�

��
�

�
��

 
��

��
 �，

　　 �D  
�� �D �

�� �D ��
 

�･� � �

��� ��
 
��

��
 
�

�

���　 �D  
��

�
， �D  

�

�
， �D  

�

�
， �D  

�

�
�であるから，

　　　　　　 QD �の分母は�Q��，分子は�����Q �� ･� �Q��

　と推測される。

　よって，数列�� �QD �の一般項は， QD  
��Q �

�Q �
��……�①��と推測される。

　>�@　Q ��のとき

　　 �D  
�･� � �

�� �
 
��

�
 ���から，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つ，すなわち� ND  
��N �

�N �
�と仮定する。

　　Q N���のときを考えると

　　　　　 �N �D  
�� ND �

�� ND ��
 

�･�
��N �

�N �
�

��
��N �

�N �
��

 
���N ��

��N ��
 

��N �

�N �
 

��� �N � �

�� �N � �

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

���　����より　　 QD  
��Q �

�Q �
 

��� �Q � �

�Q �
 ��

�

�Q �

　すべての自然数�Q�について，
�

�Q �
!��であるから　��

�

�Q �
��

　よって　　 QD ��

���　 �Q �D � QD  
��� �Q � �

�� �Q � �
�

��Q �

�Q �
 

�� ��� �Q Q � � ��� �Q Q ��

� �Q � � �Q �

　　　　　　�� 
�

� �Q � � �Q �

　すべての自然数�Q�について，
�

� �Q � � �Q �
!��であるから　 �Q �D � QD !�

　よって　　 QD � �Q �D

���　 �D  ��，����より� QD ���であり，����より� QD �は単調に増加するから， QD �が自然数と

　なるとき， QD �は���または���である。

　 QD  ��のとき　　
��Q �

�Q �
 ��を解くと　�Q�� Q��　　　よって　Q �

　 QD  ��のとき　　
��Q �

�Q �
 ��を解くと　�Q�� ��Q �� 　　よって　Q �

　したがって， QD �が自然数となる�Q�は　　Q �，�
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S　���　略�　　���　略　　���　略

 解説

���　 ��&  ��&  �，　 ��&  ��&  
･� �

･� �
 ��，　 ��&  ��&  

･･� � �

･･� � �
 ��

　よって，N �，�，�，�，�，��に対して， N�& �は���の倍数である。

���　��N�S���のとき　　

　　　　　　 NS&  
S�

N�� �S N �
 

S

N
･

� �S � �

� �N � �� �S N �

　　　　　　　��� 
S

N �N ��S �&

　よって　　N･ NS&  S･ �N ��S �&

　S�は素数であるから，N�と�S�は互いに素である。

　したがって， NS& �は�S�の倍数である。

���　｢ �Q �Q �は���の倍数である｣�を�①�とする。

　>�@　Q ��のとき

　　　　　　 �� �� �

　　よって，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると， �N �N �P ���P�は整数�　……�②�とお

　　ける。

　　Q N���のときを考えると，②�から

　　　　　　 �
� �N � ��N ��  �N � ��&

�N � ��&
�N �……� ��&

�N � ��& N����N ��

　　　　　　　　　　　�　　 ��&
�N � ��&

�N �……� ��& N��P

　　����より， ��& ， ��& ，……， ��& �は���の倍数であるから， �
� �N � ��N �� �は���の倍数

　　である。

　　ゆえに，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。
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S　���　 �I � [  
�

�
[�
�

�
， �I � [  

��

��
[�
��

�
　　���　略

　　　���　 QI � [  �� ��
�

�

�Q �

� �
�

�
[���

�Q �

� �
�

�

 解説

���　 �[ �I � [  
�

�
�[ �
�

�
�[ �' �

[

W �I � W GW 
�

�
�[ �
�

�
�[ �' �

[

� ��
�

�
�W �W GW

　　　　　� 
�

�
�[ �
�

�
�[ �

�

[

� ��
�

�
�W �W  

�

�
�[ �
�

�
�[

　よって　　 �I � [  
�

�
[�
�

�

　　　 �[ �I � [  
�

�
�[ �
�

�
�[ �' �

[

W �I � W GW 
�

�
�[ �
�

�
�[ �' �

[

� ��
�

�
�W
�

�
W GW

　　　　　　�� 
�

�
�[ �
�

�
�[ �

�

[

� ��
�

��
�W
�

�
�W  

��

��
�[ �
��

�
�[

　よって　　 �I � [  
��

��
[�
��

�

���　「 QI � [ �は実数� QD �� !� ， QE �を用いて� QI � [  QD [� QE �と表される」��……�①�

　を数学的帰納法で証明する。

　>�@　Q ��のとき

　　 �I � [  
�

�
[���であるから， �D  

�

�
， �E  ��とすれば，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると

　　 NI � [  ND [� NE ��� ND �� !� ， NE �は実数 �とおける。

　　Q N���のときを考えると

　　　　 �[ �N �I � [  
�

�
�[ �
�

�
�[ �' �

[

W NI � W �GW 
�

�
�[ �
�

�
�[ �'�

[

� �ND
�W NE W �GW

　　　　　　　��　 
�

�
�[ �
�

�
�[ �

�

[

� ��
ND

�
�W

NE

�
�W  �

ND

� ��
�

�
�[ ��

NE

� ��
�

�
�[

　　よって　　
�N �I � [  �

ND

� ��
�

�
[�

NE

�
�
�

�

　　ゆえに， �N �D  
ND

�
�
�

�
， �N �E  

NE

�
�
�

�
�とすれば， �N �D !��で，Q N���のとき

　　も�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つから， QI � [ �は�[�の���次式であ

　る。

���　����から　　
�Q �D  

QD

�
�
�

�

　これを変形すると　　 �Q �D �� 
�

� � QD ��

　よって，数列�� QD ��� �は初項� �D �� �
�

�
，公比�

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　　
QD �� �

�

�

�Q �

� �
�

�

　ゆえに　　
QD  ��

�

�

�Q �

� �
�

�

　また，����から　　���　
�Q �E  

QE

�
�
�

�

　これを変形すると　　 �Q �E �� 
�

� � QE ��

　よって，数列�� QE ��� �は初項� �E �� ��，公比�
�

�
�の等比数列であるから

　　　　　　
QE �� �

�Q �

� �
�

�

　ゆえに　　
QE  ��

�Q �

� �
�

�

　したがって　　
QI � [  �� ��

�

�

�Q �

� �
�

�
[���

�Q �

� �
�

�
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S　���　  �D �，  �D �，  �D ��，  �D ��，  �D ��；  QD
Q� �Q �

�
　　���　略

 解説

���　  �D  � �D �

　　  �D  
�

� � ��D �D  
�

� � �� � �

　　  �D  
�

� � ���D �D �D  ��� � � ��

　　  �D  
�

� � ���D �……� �D  
�

� � ���� � � �� ��

　　  �D  
�

� � ���D �……� �D  
�

� � ����� � � �� �� ��

　� �QD �の階差数列を�� �QE �とおくと　  QE ��Q �D QD

　  �D �，  �D �，  �D �，  �D ��，  �D ��，  �D ���であるから

　  �E �，  �E �，  �E �，  �E �，  �E �

　ゆえに，  QE �Q ��と推定される．

　 �Q ��のとき　  QD  ��D
 N �

�Q �

& NE  ��
 N �

�Q �

& � �N � ���
Q� �Q �

� � �Q �

　　　　　　　　��� 
Q� �Q �

�

　これは�  Q ��のときも成り立つ．

　したがって，  QD
Q� �Q �

�
�と推定される．

���　  QD
Q� �Q �

�
�……�>$@�とおく．

　>�@　  Q ��のとき　  �D ��であるから，>$@�は成り立つ．

　>�@　 �Q N�のとき，>$@�が成り立つと仮定する．

　　このとき　  �N �D  
�

N � ����D �D �……� ND
�

N  P �

N

&
P� �P �

�

　　　　　　　　　  ･
�

N

�

� � ��
N� �N � � ��N �

�

N� �N �

�
� �N � � �N �

�

　　ゆえに，  Q �N ��のときも�>$@�は成り立つ．

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について，>$@�は成り立つ．
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S　���　  �D E �　　���　>略@

 解説

���　  �D E S��  DE T�とおくと，D��E�は�  ���W SW T ��の解である．

　D��E�が実数であるから　 ���S �T ��……�①

　  ��D �E ����  ��D �E ���から　  ��S �T ���……�②��  ��S �ST ���……�③

　②�から　  �T ��S ���……�②�

　よって，①�から　 ���S �� ��S �� �　　ゆえに　 �S �(�

　②��と�③�から　  �� �S �S� ��S �� ��　　ゆえに　  ���S ��S �� �

　よって　  � �S � � ���S �S �� �

　ここで　  I � S ���S �S ���とおくと，  \ I � S �のグラフは軸が�  S ���であり，

　  I � �(�  ���� �(� ��  ���� �(� ��� ��(� � ��であるから，

　  I � S ��は� �S �(� �においては解をもたない．

　一方，  S ��は適する．

　ゆえに　  �D E �　　このとき　  DE  T ��

���　>�@　  Q �����のとき

　　  ��D �E ����  ��D �E ���であるから，成り立つ．

　>�@　  Q N�� �N ���ただし，N�は���以上の整数��のとき� �QD QE �が���の倍数であるとする�

　　  Q �N ��のとき

　　  ��N �D �N �E  �� �D E � ��N �D �N �E DE� �ND NE ��� ��N �D �N �E �� �ND NE �とな

　　り， ��N �D �N �E �は���の倍数となる．

　>�@��>�@�から，��以上のすべての整数�Q�について， �QD QE �は���の倍数となる．

１

S　
�Q� �

��Q �

 解説

　　　　
��N ��Q&

��N �
 

�

��N �
･

� �Q �

� ��N � �� ���Q � ��N � �

　　　　　　　��� 
�

��Q �
･

� ��Q � �

� ��N � �� ��� ��Q � � ��N � �
 

��N ���Q �&

��Q �

よって　　
 N �

�Q �

&
��N ��Q&

��N �
 

 N �

�Q �

&
��N ���Q �&

��Q �
 

������Q �& ���Q �& …… �Q��Q �&

��Q �
　……�①

ここで，二項定理により

　　　　 ��Q �
� �� �  ���Q �& � ���Q �& � ���Q �& �……� �Q��Q �& � ��Q ���Q �&

　　　　 ��Q �
� �� �  ���Q �& � ���Q �& � ���Q �& �……� �Q��Q �& � ��Q ���Q �&

辺々加えて　　 ��Q ��  �� ���Q �& � ���Q �& �…… � �Q��Q �&

よって　　　　 ���Q �& � ���Q �& �……� �Q��Q �&  Q� ��

これを�①�に代入して　　
 N �

�Q �

&
��N ��Q&

��N �
 

�Q� �

��Q �

２

S　���　
�

�
Q�Q �� �Q �� 　　���　Q，Q��，Q��，……，�

 解説

���　 �
� �N[ N � �

� ���N[ Q N �

　　　　 �
N[ �� NN[ � �N � �

N[ ���Q�N �� N[ �
�

� ��Q N �

　　　　 � �
N[ � �N ���Q �� N[ �

�
� ��Q N � 　……�①

　 �[ ， �[ ，……， Q[ �は��，�，……，Q�を並べ替えたものであるから

　　　　　
 N �

Q

&  �N[
 N �

Q

&
�N ，

 N �

Q

& N[  
 N �

Q

& N　　　また　
 N �

Q

&  �� ��Q N �
 N �

Q

&
�N

　①�から

　　　　　
 N �

Q

&
�

� �N[ N �
 N �

Q

&
�

� ���N[ Q N �

　　　　 �
 N �

Q

&
�

N[ �
 N �

Q

&
�N ���Q ��

 N �

Q

& N[ �
 N �

Q

&
�

� ��Q N �

　　　　 �
 N �

Q

&
�N ���Q ��

 N �

Q

& N

　　　　 �･
�

�
Q�Q �� ��Q �� ���Q �� ･

�

�
Q�Q ��  

�

�
Q�Q �� �Q ��

���　����の結果から�
 N �

Q

&
�

� �N[ N �
 N �

Q

&
�

� ���N[ Q N � �は， �[ ， �[ ，……， Q[ �の並べ方に

　よらず一定である。また，
 N �

Q

&
�

� ���N[ Q N � ���が成り立つ。

　したがって，
 N �

Q

&
�

� �N[ N �は�
 N �

Q

&
�

� ���N[ Q N �  ���すなわち�� N[  Q�N���

　�N �，�，……，Q��のとき最大になる。

　よって，求める並べ方は　　Q，Q��，Q��，……，�
３

S　���　�����番目　　���　Q　　���　
��� �Q �Q �

�Q� �� �Q �
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 解説

並べられた玉に書かれた数字を数列と考え，次のように，第�Q�群に�Q�個の数が含まれる

ように群に分ける。

　　　　　�　�　�　�　�　�　�　�　�　�　�　�　�　�　�　�　�　……

���　初項から第�Q�群の最終項までの数の総数は　　
 N �

Q

& N 
Q� �Q �

�
　……��①

　数列に数�����が最初に現れるのは，第�����群の最後の項である。

　①�において�Q ����とすると　　
･��� ���

�
 ����

　よって，数�����が書かれた玉が最初に現れるのは　　�����番目

���　� �Q �番目の数が第�O�群にあるとすると，①�より　　 � �O � O

�
�� �Q �

O� �O �

�

　よって　　O�O �� �� �Q �O�O �� 　……�②

　�Q��Q ��  � �Q ��Q�� �Q ，�Q��Q ��  � �Q ��Q!� �Q �であるから，②�を満たす整

　数�O�は　　O �Q

　ゆえに，� �Q �番目の数は第��Q�群にある。

　第��Q���群までの数の総数は　　
･� ��Q � �Q

�
 � �Q �Q

　� �Q ���
�Q �Q  Q �であるから，� �Q �番目の数は第��Q�群の�Q�番目である。

　したがって，� �Q �番目の玉に書かれている数字は　　Q

���　� �Q �番目の数は第��Q�群の�Q�番目であるから，袋の中には�S�����S �Q �と書かれた

　玉が��Q�S���個，T���Q���T��Q �� �と書かれた玉が��Q�T�個含まれている。

　袋の中から���つの玉を取り出すとき，同じ数が書かれた玉を取り出すのは，Q���のと

　き　　
 S �

Q

& ����Q S �& �
 T �Q �

��Q �

& ���Q T& ���通り�

　ここで　　
 S �

Q

& ����Q S �& �
 T �Q �

��Q �

& ���Q T&

　　　　　 ��Q& � ���Q �& �……� ��Q �& � ��Q �& � ��Q �& �……� ��&

　　　　　 
 L �

�Q

& �L& � �Q&  
 L �

�Q

&
L� �L �

･� �
�

Q� �Q �

･� �
 
�

�  L �

�Q

& � ��L L �
�

�
Q�Q ��

　　　　　 
�

� �
�Q� ��Q � � ��Q �

� ��
�Q� ��Q �

�
�

Q� �Q �

�

　　　　　 
�

� �
Q� ��Q � � ��Q �

�
�Q��Q ��� �

Q� �Q �

�

　　　　　 
Q� ��Q � � ��Q �

�
�

Q� �Q �

�
 

Q� ��� �Q �Q �

�
　……�③

　Q ��のとき，玉は�①�①�で，同じ数を取り出すのは　　 ��&  ����通り�

　Q ��のとき，玉は�①�①�②�①�②�③�①�②�で，同じ数を取り出すのは

　　　　　 ��& � ��&  ��� ����通り�

　よって，③�の式は�Q �，��のときも成立する。

　袋の中から���個の玉を取り出す取り出し方は

　　　　　 �� �Q
&  

� �Q � �� �Q �

･� �
 �Q ��

�Q �� �� 通り

　よって，求める確率は　　

Q� ��� �Q �Q �

�
�Q � �� �Q �

 
��� �Q �Q �

�Q� �� �Q �

４

S　���　
�

� ���N �N � � ���N �N �
　　���　 N6  

��N �

� ���N �N � � ��N �
　　���　N ���

 解説

���　第�N�群は���N �� �個の項を含むから，N���のとき，第��N �� �群までの項数は

　　　　　　�������……����N ��  
�

� �N �� �����N ���  �
� �N �

　よって，第�N�群の最初の項は� �
� �N � �� �N ��N���番目の項である。

　これは�N ��のときも成り立つ。

　したがって，第�N�群の最初の項は　　
���N �N �

D  
�

� ���N �N � � ���N �N �

���　第�N�群の最後の項は� �N �番目の項である。

　よって，第�N�群に含まれるすべての項の和� N6 �は

　　　　 N6  
 P ���N �N �

�N

&
�

P� �P �
 

 P ���N �N �

�N

& � ��
�

P

�

�P �

　　　　　 �
�

���N �N � ��
�

���N �N �
�� ��

�

���N �N �

�

���N �N �

　　　　　　　　　��……���
�
�N ��

�

��N �

　　　　　 
�

���N �N �
�

�

��N �
 

��N �

� ���N �N � � ��N �

���　与えられた不等式に�����の結果を代入すると

　　　　　　　　�
�N �� ･

��N �

� ���N �N � � ��N �
�
�

���

　整理すると　　 �N ����N������

　ここで，I � N  
�N ����N�����とすると，I � N ���を満たす最小の自然数�N�を求めれ

�2

\ I � N

� ��� ���
��� N

\
　ばよい。

　　　　I � �  ���!�，I � �  �����

　また，I � N  
�

� �N ��� � ���� �����より，\ I � N

　のグラフの軸は�N ����であるから，\ I � N �のグ

　ラフの概形は右の図のようになり，

　I � ���  I � � ��，I � ���  I � � !��である。

　よって，与えられた不等式を満たす最小の自然数�N

　は　　　　N ���

５

S　���　 ND  �
�N ��N��　　���　 QE  

�
� �Q �

 解説

���　N ��のとき，
[

�
�

\

�
���を満たす���以上の整数�[，\�の組は�� [，\  � �，� �のみで

�2

�N

�N
�L

�L��

�N��L

�N��L�
�

�

[

\　あるから　 �D  �

　N���のとき，[��，\��，
[

�
�

\

�
�N �の表す領域�'�

　は，右の図のアミ点部分である。

　 ND �は領域�'�に属する格子点��[，\�がともに整数である

　点��の個数である。

　>�@　直線�\ �L���L �，�，�，……，N���上の格子点に

　　ついて，[�座標は

　　　　　　�，�，�，……，�N��L

　　であり，��N��L �� �個ある。

　>�@　直線�\ �L�����L �，�，�，……，N�����上の格子点について，[�座標は

　　　　　　�，�，�，……，�N��L��

　　であり，��N��L �� �個ある。

　>�@，>�@�から

　　　 ND  
 L �

N

& � ���N �L � �
 L �

�N �

& � ���N �L �

　　　　 
�

� �N �� ���N �� ��� �
�

�
N���N �� ���

　　　　 
�

� �N �� ��N �� �
�

�
N��N ��  �

�N ��N��

　このとき，N ��とすると　　 �D  �

　よって，N ��のときも成り立つ。

　以上から　　 ND  �
�N ��N��

���　[��，\��，]��，
[

�
�

\

�
�]�Q�を満たす整数�[，\，]�の組�� [，\，] �につい

　て，��]�Q�である。

　] M���M �，�，�，……，Q���のとき，[，\�は

　　　　　　[��，\��，
[

�
�

\

�
�Q�M

　を満たすから，組�� [，\，] �の個数は�����より　　� �
� �Q M ���Q �M ��

　したがって

　　　　　 QE  
 M �

Q

& � ���� �
� �Q M �� �Q M �

　　　　　　 
 O �

Q

& � ��� �O �O � 　　　　�Q�M  O�とおく

　　　　　　 �･
�

�
Q�Q �� ��Q �� ��･

�

�
Q�Q �� ��Q ��

　　　　　　 
�

� �Q �� �Q��Q �� ��Q ���  
�

� �Q �� ��
�Q ��Q ��  �

� �Q �

６

S　���　 QE  
��Q �� ��･

��Q �� 　　���　Q �N��，�N���N�は自然数�，証明は略

 解説

���　"
 �Q �D �� QD QE ……�①

 �Q �E �� QE QF ……�②

 �Q �F � QF ……�③

　③�から　　 QF  
�Q �� �F  

�Q �� ･�� �･
Q�

　これと�②�から　　 �Q �E  � QE ��･
Q�
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　両辺を� �Q �� �で割ると　　
�Q �E
�Q ��
 
�

�
･

QE
Q�
�
�

�

　
QE
Q�
 QG �とおくと　　 �Q �G  

�

� QG �
�

�

　変形すると　　 �Q �G �
�

�
 
�

� � QG ��
�

�

　また　　　 �G �
�

�
 

�E
��
�
�

�
 
�

�
�
�

�
 
�

�

　よって，数列�� QG ��
�

�
�は初項�

�

�
，公比�

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　　 QG �
�

�
 
�

�
･

�Q �

� �
�

�
 
�
�Q ��

　　すなわち　　
QE
Q�
�
�

�
 

�
�Q ��

　ゆえに　　 QE  
�Q�
�Q ��
�
�･

�Q�

�
 ��Q �� ��･

��Q ��

���　①，②，③�の漸化式から

　　　　　　 �Q �D � QD  �� �Q �D � �Q �E � QD

　　　　　　　　　　�� ��� �Q �D � �Q �E ��� �Q �E � �Q �F � QD

　　　　　　　　　　�� � �Q �D �� �Q �E � �Q �F � QD

　　　　　　　　　　�� ��� QD � QE ���� QE � QF �� QF � QD

　　　　　　　　　　�� � QD ��� QE ��� QF  �� QD �� QE �� QF

　①，②，③�と� �D  �， �E  �， �F  ���から， QD ， QE ， QF �はすべての自然数�Q�に対し

　て整数である。

　よって， QD �� QE �� QF �は整数であるから， �Q �D � QD �は���で割り切れる。

　一方， �E  �， �E  
�� ��･

��  �� �であるから

　　　　　　 �D  �，　 �D  � �D � �E  �･��� �� �･�，

　　　　　　 �D  � �D � �E  �･����� �� �･��

　したがって，N�を自然数とすると

　　　　　　 �D ， �D ， �D ，……， ��N �D �は���で割ると���余る。

　　　　　　 �D ， �D ， �D ，……， ��N �D �は���で割り切れる。

　　　　　　 �D ， �D ， �D ，……， �ND 　�は���で割り切れる。

　よって， QD �が���で割り切れるための�Q�の条件は　　Q �N��，�N　�N�は自然数�

７

S　���　Q ��のとき� QD  
�

(�
，Q�が偶数のとき� QD  (� ，

　　　　Q�が���以上の奇数のとき� QD  �(�

　　　���　��(� 　　���　N �

 解説

���　 �D  
�

(�
�から　　 �D  

� �D

�� �
�D
 

�･
�

(�

��
�

� �
�

(�

 (�

　よって　　 �D  
� �D

�� �
�D
 

�･(�

�� �
� (�

 �(�

　　　　　　 �D  
� �D

�� �
�D
 
�･� �(�

�� �
� �(�

 (�

　ゆえに， �D �以降は�(�，�(� �が繰り返される。

　以上より，一般項� QD �は

　　　 QD  "
�

(�
�������  Q ��のとき

(� ��������� Q�が偶数のとき

�(� ����� Q�が���以上の奇数のとき

���　WDQ
S

��
 WDQ� ��

S

�

S

�
 

�WDQ
S

�
WDQ

S

�

�� WDQ
S

�
WDQ

S

�

 
�(� �

�� (� ･�
 

�
� �(� �

� �(� � � �(� �

　　　　　��� ��(�

T　WDQ
S

�
 

�WDQ
S

��

�� �WDQ
S

��

�であるから，WDQ
S

��
 [ �とおくと　　

�

(�
 

�[

�� �[

　分母を払って整理すると　　 �[ ��(�[�� �　　　　よって　　[ �(� ��

　��
S

��
�

S

�
�より，[!��であるから　　WDQ

S

��
 [ ��(�

���　 QD  WDQ QK �とおくと　　 �Q �D  
� QD

�� �
QD
 

�WDQ QK

�� �WDQ QK
 WDQ� QK

　よって， �D  WDQ
S

��
�から

　　　 �D  WDQ� ��･
S

��
， �D  WDQ� �

�� ･
S

��
，……， QD  WDQ� �

�Q �� ･
S

��

　ゆえに， �Q ND  QD �とすると　　WDQ� �
��Q N �� ･

S

��
 WDQ� �

�Q �� ･
S

��

　したがって　　 ��Q N �� ･
S

��
 �Q �� ･

S

��
�OS ��� O�は整数

　両辺に�
��

S
�を掛けると　　 ��Q N ��  �Q �� ���O

　ゆえに　　 �Q �� �
N� ��  ��O　　　　すなわち　　 �Q �� �

N� ��  �O

　 �Q �� �は���の倍数でないから， N� ���が���の倍数である。

　　　N ��のとき　 N� �� �，　N ��のとき　 N� �� �，

　　　N ��のとき　 N� �� �，　N ��のとき　 N� �� �� �･�

　よって， �Q ND  QD �を満たす最小の自然数�N�は　　N �

８

S　���　 �D  �， �E  �， �D  �， �E  ��

　　　���　 QD  
�Q �� ��･

�Q �
� �� ， QE  

Q� ��･
Q

� ��

 解説

両端のマスが同じ色になる塗り方を�$，両端のマスが異なる色になる塗り方を�%�とす

る。

���　Q ��のとき

　　左端のマスを赤で塗るとき，樹形図から�$�の塗り方は���通り，%�の塗り方は���通り

　　ある。よって　　 �D  ��� �，�� �E  ��� �

　Q ��のとき

　　左端のマスを赤で塗るとき，樹形図から�$�の塗り方は���通り，%�の塗り方は���通り

　　ある。よって　　 �D  ��� �，�� �E  ��� ��

赤

青

黄

赤

青

黄

赤

青

黄

赤

青

青

黄

青

黄

青

黄

黄

赤

赤

赤

赤

���　Q���個のマスがあるとする。

　$�の塗り方になるには，左から�Q�個のマスの両端を異なる色とし，残りの���マスに左

　端と同じ色を塗ればよい。

　ゆえに　　 �Q �D  QE 　……�①

　%�の塗り方になるのは，次の�>�@，>�@�のいずれかである。

　>�@　左から�Q�個のマスの両端を同じ色とし，残りの���マスにそれと異なる���色のどち

　　らかを塗る。

　>�@　左から�Q�個のマスの両端を異なる色とし，残りの���マスに両端以外の���色を塗る｡

　よって　　 �Q �E  � QD � QE 　……�②

　①，②�から　　 �Q �D  � QD � �Q �D 　�Q ��

　変形して　　　 �Q �D � �Q �D  �� �Q �D � QD 　　��……�③

　　　　　　　　 �Q �D �� �Q �D  �� ��Q �D � QD 　……�④

　����から　　 �D � �D  ��， �D �� �D  ��

　よって，③，④�から　　 �Q �D � QD  
�Q �� � �D � �D  �･

�Q ��

　　　　　　　　　　　　� �Q �D �� QD  
�Q �

� �� � �D �� �D  ��･
�Q �

� ��

　辺々を引くと　　� QD  �･
�Q �� ��･

�Q �
� �� 　　��　ゆえに　　 QD  

�Q �� ��･
�Q �

� ��

　また，①�から　　 QE  �Q �D  Q� ��･
Q

� ��

９

S　
�

� �
�Q �� �� Q

� ��

 解説

○5 ○%
○<

求める塗り方の総数を� QD �とする。

車両を赤色で塗ることを��　，青色で塗ることを�　�，

黄色で塗ることを　��で表す。

○5

○5

○5 ○5○% ○%

○<

○<

Q ��のとき　塗り方は次の���通り

よって　　 �D  �
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○5

○5

○5

○5

○% ○%

○<

○<

○5

○%

○<

○5

○%

○<

○5○%

○5○<

○5

Q ��のとき　塗り方は次の����通り

よって　　 �D  ��

次に，�Q �� �両を塗る場合を考える。このとき，先頭車両の色の塗り方で次の�>�@，>�@�の

場合に分かれる。

>�@　先頭車両を赤色で塗る場合

　残りの��Q �� �両の色の塗り方は　　 �Q �D �通り

>�@　先頭車両を青色または黄色で塗る場合

　��両目は赤色を塗り，残りの�Q�両の塗り方は� QD �通りあるから，全部で　　� QD �通り

したがって　　 �Q �D  �Q �D �� QD

これを変形すると　 �Q �D � �Q �D  �� �Q �D � QD

　　　　　　　　　 �Q �D �� �Q �D  �� ��Q �D � QD

よって　　 �Q �D � QD  
�Q �� � �D � �D

　　　　　 �Q �D �� QD  
�Q �

� �� � �D �� �D

�D  �， �D  ���から　 �Q �D � QD  
�Q �� ， �Q �D �� QD  

Q
� ��

辺々引いて　　� QD  
�Q �� � Q

� ��

したがって　　 QD  
�

� �
�Q �� �� Q

� ��

10

S　���　
�

�
�
�

�

Q

� ��
�

�
　　���　

�

��
�
�

�

�Q �

� ��
�

�

 解説

���　Q�回さいころを投げて，左から�Q�番目の文字が�$�となる確率を� QS �とおく。

　�Q �� �回さいころを投げて，左から��Q �� �番目の文字が�$�となる場合を，次の場合

　に分けて考える。

　>�@　��回目に��，�，��のいずれかの目が出るとき

Q�文字

　　$�$�□□�……�□□�$�となるから，この確率は　　
�

� QS

　>�@　��回目に��，�，��のいずれかの目が出るとき

�Q �� �文字

　　○�□□�……�□□�$�となるから，この確率は　　　
�

�
�Q �S

　>�@，>�@�から　　 �Q �S  
�

�
QS �
�

�
�Q �S

　この式を変形すると

　　　　　　　　� �Q �S � �Q �S  �
�

� � �Q �S � QS 　……�①

　　　　　　　　� �Q �S �
�

� �Q �S  �Q �S �
�

� QS 　���……�②

　また，��回さいころを投げて，左から���番目の文字が�$�となるのは，��回目に��，�，��

　のいずれかの目が出るときであるから　　 �S  
�

�

　��回さいころを投げて，左から���番目の文字が�$�となるのは，次の場合である。

　　　　　　>�@　��回目に��，�，��のいずれかの目が出るとき

　　　　　　>�@　��回目に��，�，��のいずれかの目が出て，

　　　　　　　　��回目に��，�，��のいずれかの目が出るとき

　よって　　 �S  
�

�
�
�

�
�
�

�
 
�

�

　ゆえに，①�より，数列�� �Q �S �� QS �は初項� �S � �S  
�

�
，公比��

�

�
�の等比数列である

　から　　　　　 �Q �S � QS  
�

�
･

�Q �

� ��
�

�
　……�③

　②�より，数列�� �Q �S ��
�

� QS �は初項� �S �
�

� �S  �，公比���の等比数列であるから

　　　　　　　　 �Q �S �
�

� QS  �･
�Q ��  �　�……�④

　③，④�から　���
�

�
QS  ��

�

�
･

�Q �

� ��
�

�
　　　よって　　 QS  

�

� �� ��
�

�
･

�Q �

� ��
�

�

　すなわち　　　� QS  
�

�
�
�

�

Q

� ��
�

�

　したがって，求める確率は　　
�

�
�
�

�

Q

� ��
�

�

���　Q���のとき，Q�回さいころを投げて，左から��Q �� �番目の文字が�$�で，かつ�Q�番

　目の文字が�%�となる確率を� QT �とおく。

　�Q �� �回さいころを投げて，左から��Q �� �番目の文字が�$�で，かつ��Q �� �番目の文

　字が�%�となる確率を，����と同様に考えると　　 �Q �T  
�

�
QT �
�

�
�Q �T

　変形すると　　 �Q �T � �Q �T  �
�

� � �Q �T � QT 　……�⑤

　　　　　　　　 �Q �T �
�

� �Q �T  �Q �T �
�

� QT 　���……�⑥

　また，文字�$�が書かれるときは，必ず���文字続けて文字�$�が書かれるから，��回さい

　ころを投げて，左から���番目の文字が�$�となるとき，左から���番目の文字も必ず�$�と

　なる。

　よって　　 �T  �

　��回さいころを投げて，左から���番目の文字が�$�で，かつ���番目の文字が�%�となるの

　は，��回目に��，�，��のいずれかの目が出て，��回目に���の目が出るときであるから

　　　　　　 �T  
�

�
�
�

�
 
�

��

　ゆえに，⑤�から　　 �Q �T � QT  � �T � �T ･
�Q �

� ��
�

�
 
�

��
･

�Q �

� ��
�

�
　……�⑦

　⑥�から　　 �Q �T �
�

�
QT  � �T ��

�

�
�T ･

�Q ��  
�

��
　……�⑧

　⑦，⑧�から　　
�

�
QT  

�

��
�
�

��

�Q �

� ��
�

�
���　　　よって　　 QT  

�

�� �� ��
�Q �

� ��
�

�

　すなわち　　　� QT  
�

��
�
�

�

�Q �

� ��
�

�

　したがって，求める確率は　　
�

��
�
�

�

�Q �

� ��
�

�

11

S　���　略�　　���　略　　���　�

 解説

���　与えられた漸化式から　　 �Q �D � �Q �D  � �
� ��Q �D QD

　よって　　 �Q �E  � �
QE 　……�①

　また　　　 �E  �D � �D  �

　 �E  �，①�から　　 QE ��

���　｢ QE �の一の位の数は���である｣�を�②�とする。

　>�@　Q ��のとき

　　 �E  ��であるから，②�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，②�が成り立つと仮定すると，

　　　　　　 NE  ��P�����P�は���以上の整数�　……�③�

　　とおける。

　　Q N���のときを考えると，①，③�から

　　　　　　 �N �E  � �
NE  � �

� ���P �  �����
�P ���P �� ��

　　�� �P ���P���は自然数であるから， �N �E �の一の位の数は���となり，Q N���のと

　　きにも�②�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�に対して�②�は成り立つ。

���　����から� NE  �� NF ����� NF �は���以上の整数��とおける。

　このとき　　 ����D  �D �
 N �

����

& NE  ��
 N �

����

& � ��� NF �

　　　　　　　　　 ����
 N �

����

& NF �����

　　　　　　　　　 ���  N �

����

& NF ����� ��

　
 N �

����

& NF �����は自然数であるから， ����D �の一の位の数は　�

T　 QD �の一の位の数を� QG �とする。

　���， �D  �， �D  ��から　　 QG ：�，�，�，�，�，�，�，……

　���� �･������であるから　　 ����G  �

　よって， ����D �の一の位の数は　�

12

S　略

 解説

 S �

�Q

&
�S �

� ��

S
 

 T �

Q

&
�

�Q T
　……�①　とおく。

>�@　Q ��のとき

　　　6 � �  
 S �

�

&
�S �

� ��

S
 
�

�
�
�

�
 
�

�
，7 � �  

 T �

�

&
�

�� T
 
�

�

　よって，①�は成り立つ。

>�@　Q N�のとき�①�が成り立つと仮定する。

　Q N���のとき

　6 � �N �  
 S �

�� ��N �

&

�S �
� ��

S
 

 S �

�N

&

�S �
� ��

S
�

�

��N �
�

�

�� �N �
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　　　　��� 
 T �

N

&
�

�N T
�

�

��N �
�

�

�� �N �
 

�

�N �
�

 T �

N

&
�

�N T
�

�

��N �
�

�

�� �N �

　　　　��� 
 O �

N

&
�

��N � O
�

�

�� �N �
 

 O �

�N �

&
�

��N � O
 7 � �N �

　よって，Q N���のときも成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

13

S　FRVK 
�

�

 解説

�Q �D  
�

�
�Q �D � QD ��……�①�とおく。

すべての�Q�について， QD  FRV � �Q � K �が成り立つとき， �D  FRV�K， �D  FRV�K �と

なることが必要条件である。

①�で�Q ��とすると， �D  
�

�
�D � �D �であるから　　FRV�K 

�

�
FRVK��

すなわち　　� �FRV K�� 
�

�
FRVK��

よって　　FRVK ��FRVK ��  �　　　　ゆえに　　FRVK �，
�

�

また，①�で�Q ��とすると， �D  
�

�
�D � �D �であるから

　　　　　　FRV�K 
�

�
FRV�K�FRVK

すなわち　　� �FRV K��FRVK 
�

� �
� �FRV K �� �FRVK

ゆえに　　　� �FRV K�� �FRV K��FRVK�� �　……�②

FRVK ��を�②�の左辺に代入して　　� 左辺  �

� 右辺  ��であるから，FRVK ��のとき不適である。

FRVK 
�

�
�を�②�の左辺に代入して　　� 左辺  �･

�

� �
�

�
��･

�

� �
�

�
��･

�

�
�� �

� 右辺  ��であるから，FRVK 
�

�
�のとき，②�は成り立つ。

よって　　FRVK 
�

�

逆に，FRVK 
�

�
�のとき，すべての�Q�について� QD  FRV � �Q � K ��……�③�が成り立つこ

とを数学的帰納法で証明する。

>�@　Q ��のとき

　③�で�Q ��とすると　　 �D  FRV � �� � K �

　Q ��のとき

　③�で�Q ��とすると　　 �D  FRV � �� � K FRVK

　 �D  �， �D  FRVK �であるから，Q �，��のとき�③�は成り立つ。

>�@　Q N，N���のとき成り立つと仮定すると

　　　 ND  FRV � �N � K　……�④， �N �D  FRVNK　……�⑤

　Q N���のときを考えると，④，⑤�から

　　　 �N �D  
�

�
�N �D � ND  

�

�
FRVNK�FRV � �N � K

　　　　　 
�

�
FRVNK�FRVNKFRVK�VLQNKVLQK

　FRVK 
�

�
�であるから

　　　 �N �D  �FRVKFRVNK�FRVNKFRVK�VLQNKVLQK

　　　　　 FRVNKFRVK�VLQNKVLQK FRV � �N � K

　よって，Q N���のときにも�③�は成り立つ。

>�@，>�@�からすべての自然数�Q�について，③�は成り立つ。

以上から，求める�FRVK �の値は　　FRVK 
�

�

14

S　���　 �D  �， �D  ��　　���　 �D QD  �Q �D � �Q �D 　　���　略　　���　�

 解説

���　 �D  S�
�

S
 ��(� �

�

�� (�
 ��(� �

�� (�

� �� (� � �� (�
 �

　　 �D  
�S �
�
�S
 

�

� ��S
�

S
�� �� �� ��

���　T �
�

S
�とおくと，ST ���であり， QD  

QS � QT �であるから

　　　 �D QD  �S �T �
QS � QT  �Q �S � �Q �T �ST�

�Q �S � �Q �T  �Q �D � �Q �D

���　「 QD �は自然数である」を�①�とする。

　>�@　Q �，��のとき

　　����から� �D ， �D �はともに自然数である。

　　よって，Q �，��のとき�①�は成り立つ。

　>�@　Q N，N���のとき，①�が成り立つと仮定する。

　　Q N���のときを考えると，����から　　 �N �D  �D �N �D � ND  � �N �D � ND

　　仮定により， �N �D ， ND �は自然数であるから，� �N �D � ND �は自然数である。

　　よって，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について，①�は成り立つ。

���　����から　 �Q �D  � QD � �Q �D

　これを繰り返すと　　 QD  � �Q �D � �Q �D

　　　　　　　　　　　 �D  � �D � �D

　よって，��数�$，%�の最大公約数を�� $，% �で表すと，����から，すべての自然数�Q�に

　ついて� QD �は自然数であるから

　　　� �Q �D ， QD  � QD ， �Q �D  � �Q �D ， �Q �D  …… � �D ， �D

　 �D  �， �D  ���であるから　　� �D ， �D  �

　したがって， �Q �D �と� QD �の最大公約数は　　�

15

S　略

 解説

�� � �D �� � �D �……��� � QD !��� �D �
�D

�
��……� ��

QD
�Q ��

　……��$�

>�@　Q ��のとき

　�$��の両辺の差を考えると

　　�� � �D �� � �D ����� �D ���
�D

�
 �� �D � �D � �D �D ��� �D �

�D

�

　　　　　　　　　　　　　　　　�� �D �D �
�D

�
 � �D ��

�

� �D !�

　よって，�$��は成り立つ。

>�@　Q N��N����のとき��$��が成り立つ，すなわち

　　�� � �D �� � �D �……��� � ND !��� �D �
�D

�
��……� ��

ND
�N ��

　……�①

　と仮定する。

　Q N���のとき，�$��の両辺の差を考えると

　　�� � �D �� � �D �……��� � ND �� � �N �D �� ��� � ������D
�D

�
�……�

ND
�N ��

�N �D
N�

　 �� � �D �� � �D �……��� � ND � �N �D �� � �D �� � �D �……��� � ND

　　　　　　　　　　　　　　　　　�� ��� � �����D
�D
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　よって，Q N���のときも��$��は成り立つ。

>�@，>�@�から，��以上のすべての整数�Q�に対して��$��は成り立つ。

章末問題Ｃ
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